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Resumen

En esta tesis, estudiaremos sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad aso-

ciado a las funciones hamiltonianas definidas por:

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V5(x, y),

y

H̃ =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + εV5(x, y) + ε2V6(x, y),

donde V5(x, y) y V6(x, y) son polinomios homogéneos de grado cinco y seis, respec-

tivamente.

Nuestro principal objetivo es estudiar anaĺıticamente la existencia y estabilidad de

soluciones periódicas en los diferentes niveles de enerǵıa positiva H = h de los sis-

temas Hamiltonianos asociado a los polinomios H y H̃. La principal herramienta

usada para nuestro estudio es el clásico método del promedio.
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Introducción

La mecánica Hamiltoniana fue introducida por Hamilton en 1833 y es una re-

formulación de la mecánica clásica. Los sistemas hamiltonianos son la base de la

descripción de sistemas f́ısicos, por ejemplo el problema de los n-cuerpos, problema

fundamental de la Mecánica Celeste. Una motivación inicial a este problema fue

dada por Newton, al tratar sobre la estabilidad del sistema solar. Un sistema hamil-

toniano con n grados de libertad es un sistema dinámico que describe el movimiento

de un sistema mecánico con n grados de libertad (ver, por ejemplo, los libros de

Arnold [64], Abraham-Marsden [59] y Siegel-Moser [7]).

La estabilidad de sistemas hamiltonianos es un tema muy importante en el es-

tudio de la Mecánica Clásica, Mecánica Celeste, F́ısica Atómica, etc. Este problema

es dif́ıcil de abordar incluso para sistemas hamiltonianos de dos grados de libertad

donde, a pesar de ser el caso más simple todav́ıa quedan situaciones especiales sin

resolver.

Es conocido que las soluciones periódicas son las soluciones no triviales más sim-

ples de un sistema diferencial, y que su estudio es de particular interés porque el

movimiento en una vecindad puede determinar su tipo de estabilidad.

El método del promedio es una herramienta clásica que permite estudiar la

dinámica de los sistemas diferenciales no lineales. Se ha utilizado para determinar la

evolución de las órbitas planetarias bajo la influencia de las interacciones propias de

los planetas desde la época de Lagrange y Laplace. La teoŕıa del promedio aparece

ya en 1788 con los trabajos de Lagrange en su estudio del problema gravitacional

de tres cuerpos como una perturbación del problema de dos cuerpos. La primera

1
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formalización de esta teoŕıa fue hecha en 1928 por Fatou [56]. Importantes contribu-

ciones prácticas y teóricas a la teoŕıa del promedio se hicieron en los años 30 por

Bogoliubov y Krylov [55], en 1945 por Bogoliubov [53], y por Bogoliubov y Mitropol-

sky [54]. Para una exposición más moderna de la teoŕıa del promedio ver el libro de

Sanders, Verhulst y Murdock [28].

El método del promedio como herramienta para detectar soluciones periódicas de

un sistema diferencial es una de las buenas herramientas anaĺıticas, ver por ejemplo

los art́ıculos de , R.D. Euzébio, J. Llibre, [58], J.L.G. Guirao, J. Llibre, J.A. Vera,

[35], J. Giné, M. Grau , J. Llibre [26], Llibre, J., Novaes, D.D., Teixeira, M.A. [23],

E. Lacomba, J. Llibre [16], D. Carrasco, C. Vidal [14], J. Llibre, A. Makhlouf [37], L.

Jiménez, J. Llibre [41], M.M. Dessoky, A.A. Elmandouh, and A. Hobiny [49] entre

otros.

Además, el método del promedio se usa para estudiar los ciclos ĺımites que son

obtenido v́ıa bifurcaciones y la integrabilidad de los sistemas diferenciales polinó-

miales en el plano (ver [27]). Por otro lado, en [61] se estudia un problema de una

perturbación de un hamiltoniano y las herramientas que se usan alĺı para el estu-

dio de soluciones periódicas se basan esencialmente en la teoŕıa del promedio, otros

ejemplos pueden ser vistos en [45,19,22].

El problema de estudiar soluciones periódicas de un sistema dinámico continuo

ha sido uno de los temas centrales desde Poincaré y Lyapunov. Recientemente, al-

gunas teoŕıas y métodos se han desarrollado para ecuaciones diferenciales en time

scales, ver por ejemplo, [5, 47, 66, 46]. En esta direccion el método del promedio se

ha extendido para localizar soluciones periódicas de sistemas en time scale (ver [60]).

En [8] se ha estudiado sistemas Hamiltonianos time scale; un problema interesante

pero poco explorado es utilizar método del promedio en time scale para localizar

soluciones periódicas de estos sistemas.

Existen otras herramientas para determinar existencia de soluciones periódicas,

una de éstas herramientas se conoce como el método de normalización mediante

invariantes (ver [38, 11, 29]). Aunque esta herramienta puede ser interesante, en
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esta tesis sólo nos centramos en determinar soluciones periódicas v́ıa el método del

promedio.

El propósito principal de esta tesis es estudiar familias de soluciones periódicas

de sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad y determinar el tipo de esta-

bilidad de las soluciones periódicas a través del método del promedio.

Resultados principales:

En esta tesis se estudia la existencia y el tipo de estabilidad de soluciones periódi-

cas de sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad asociado a las funciones

hamiltonianas definidas por:

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V5(x, y), (1)

y

H̃ =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + εV5(x, y) + ε2V6(x, y), (2)

donde x, y, px, py ∈ R y V5(x, y), V6(x, y) son polinomios homogéneos de grados cinco

y seis respectivamente dados por:

V5(x, y) =
A

5
x5 +Bx3y2 +

1

5
Fxy4,

V6(x, y) =
Λ

6
x6 +

1

2
mx2y4 +

λ

6
y6.

El sistema diferencial hamiltoniano asociado a la función (1) es

ẋ = px,

ẏ = py,

ṗx = −x− Ax4 − 3Bx2y2 − F

5
y4, (3)

ṗy = −y − 2Bx3y − 4

5
Fxy3.
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El sistema diferencial hamiltoniano asociado a la función (2) es

ẋ = px,

ẏ = py,

ṗx = −x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2 +

1

5
Fy4

)
− ε2

(
mxy4 + Λx5

)
, (4)

ṗy = −y − ε
(

2Bx3y +
4

5
Fxy3

)
− ε2

(
2mx2y3 + λy5

)
.

donde el punto denota la derivada con respecto a la variable independiente t y

A,B, F,Λ,m y λ son parámetros reales. Para el sistema (3) y (4) se estudia la

existencia y estabilidad de familias de soluciones periódicas en los diferentes niveles

de enerǵıa positivo H = h.

Observación 0.1 En el hamiltoniano (1) el caso F ≡ 0 fue estudiado por Alberto

Castro Ortega en [2]. En esta tesis generalizamos el resultado de Ortega incluyendo

el caso F 6= 0.

Un primer resultado sobre la existencia de soluciones periódicas para el sistema

Hamiltoniano (3) es enunciado a continuación.

Teorema 0.1 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y F números reales arbitrarios, el sistema promediado

asociado al sistema hamiltoniano (3) tiene familias de soluciones periódicas dada por

ϕ(t, ε) = (X(t, ε), Y (t, ε), pX(t, ε), pY (t, ε)) con

X(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

Y (t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

pX(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

pY (t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε),

donde (r∗, α∗) son ceros de la función promedio. Además las soluciones periódicas

son contadas como sigue, existe

(a) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω1
ABF , y

(r∗, α∗) =

(
0,±1

2
arc cos

(
−100B + 14F

35B + 40F

))
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(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω2
ABF , y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

))

(c) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω3
ABF , y

(r∗, α∗) =

(√
3h(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
, 0

)

(d) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω4
ABF , y

(r∗, α∗) =


√√√√
−
h
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F
)

5(A− 5B + F )
, 0


(e) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω5

ABF , y

(r∗, α∗) =


√√√√h

(√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

)
5(A− 5B + F )

, 0


(f) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω6

ABF , y

(r∗, α∗) =

√18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

30L4
3
√
L8

,±π/2

 ,

donde los conjuntos Ωi
ABF con i = 1, ..., 6 y los valores L4, L5, L6 y L8 son dados en

términos de los parámetros A,B, F y que por su extensión son dados en el caṕıtulo

4 de esta tesis.

Un segundo resultado para el sistema Hamiltoniano (3) dice relación a la estabilidad

de soluciones periódicas dadas por el Teorema 0.1.

Teorema 0.2 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periódicas del Teo-

rema 0.1 son inestables.
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Un problema a estudiar en esta tesis es considerar el estudio del sistema diferencial

asociado a la función hamiltoniana (2). Note que el sistema (4) depende de seis

parámetros rales A,B, F,Λ,m, λ por lo que establecer la existencia y estabilidad

de soluciones periódicas se hace complejo desde un punto de vista computacional

por el número de parámetros incluidos en el sistema. Por tanto nuestro estudio lo

dividiremos en los siguientes tres casos:

Caso 1: F = 0, m = 0, λ = 0. La función Hamiltoniana (2) que en este caso lo

denotaremos por H1, se reduce a

H1 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2 1

6
Λx6. (5)

El sistema hamiltoniano asociado a (5) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
− ε2Λx5, (6)

p′y =− y − ε(2Bx3y).

Un tercer resultado en este trabajo dice relación a la existencia de soluciones periódi-

cas de sistema Hamiltoniano (6).

Teorema 0.3 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H1 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y Λ números reales arbitrarios, el sistema promediado

asociado al sistema hamiltoniano (6) tiene familias de soluciones periódicas dadas

por ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε), py(t, ε)) donde

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε).

y (r∗, α∗) son ceros de la función promedio. Además las soluciones periódicas son

contadas como sigue, existe
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(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ1
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h

))
(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ2

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√189Bh(7B − 3A) + 50Λ−
√
L1

126(A− 5B)(A−B)
, 0


(c) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ3

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√189Bh(7B − 3A) + 50Λ +
√
L1

126(A− 5B)(A−B)
, 0


(d) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ4

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)

(e) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ5
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)

(f) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ6
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√−3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W

J

)
(g) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ7

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√−3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W1

J

)
(h) al menos una familia de soluciones periódicas śı (A,B,Λ) ∈ Σ8

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W

J

)
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(i) al menos una familia de soluciones periódicas śı (A,B,Λ) ∈ Σ9
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W1

J

) ,

donde los conjuntos Σi
ABΛ con i = 1, ..., 9 y los valores L1, L2, S,W,W1, J son expre-

siones en términos de los parámetros A,B,Λ y que por su extensión son dados en

el caṕıtulo 4 de esta tesis.

Un cuarto resultado en este trabajo dice relación a la estabilidad de las soluciones

periódicas obtenidas en el Teorema 0.3.

Teorema 0.4 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periódicas del Teo-

rema 0.3 son inestables.

Caso 2: F = 0, Λ = 0, m = 0. La función Hamiltoniana (2) que en este caso lo

denotaremos por H2, se reduce a

H2 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2 1

6
λy6, (7)

El sistema hamiltoniano asociada a (7) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
,

p′y =− y − ε(2Bx3y)− ε2λy5. (8)

Un quinto resultado en este trabajo dice relación a la existencia de soluciones periódi-

cas del sistema Hamiltoniano (2).

Teorema 0.5 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H2 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y λ números reales arbitrarios, el sistema promediado

asociado al sistema hamiltoniano (7) tiene familias de soluciones periódicas dadas
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por ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε), py(t, ε), py(t, ε)) donde

y(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

py(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε).

y (r∗, α∗) son ceros de la función promedio. Además las soluciones periódicas son

contadas como sigue, existe

(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 41
ABλ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

))

(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 42
ABλ, y

r∗ =

√√√√ 3
√

8P3 +
√
P2

(
− 378Bh(3A− 7B)− 100λ+ 3

√
4 3
√

8P3 +
√
P2

)
− 2 3
√

2P1

378 3
√

8P3 +
√
P2(A− 5B)(A−B)

,

α∗ =0

(c) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 43
ABλ, y

(r∗, α∗) =


√√√√− 100λ 3

√
8P7 +

√
P5 − P6

3
√

8P7 +
√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2)

,±π/2


(d) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 44

ABλ, y

(r∗, α∗) =

(√
P9,±

1

2
arc cos

(
−49AP9 + 240Bh− 50BP9

180Bh− 90BP9

))
,

donde los conjuntos 4i
ABλ con i = 1, ..., 4 y los valores P1, P2, P3, P5, P6, P7 y P9 son

expresiones en términos de los parámetros A,B, λ y que por su extensión son dados

en el caṕıtulo 4 de esta tesis.

Un sexto resultado en este trabajo dice relación a la estabilidad de las soluciones

periódicas obtenidas en el Teorema 0.5.
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Teorema 0.6 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periódicas del Teo-

rema 0.5 son inestables.

Caso 3: F = 0, m = 0. La función Hamiltoniana (2) que denotaremos por H3, se

reduce a

H3 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2

(
1

6
Λx6 +

1

6
λy6

)
. (9)

El sistema hamiltoniano asociada a (9) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
− ε2Λx5,

p′y =− y − ε(2Bx3y)− ε2λy5. (10)

Un séptimo resultado en este trabajo dice relación a la existencia de soluciones

periódicas del sistema Hamiltoniano (2).

Teorema 0.7 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H3 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B,Λ y λ números reales arbitrarios, el sistema prome-

diado asociado al sistema hamiltoniano (10) tiene familias de soluciones periódicas

dada por ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε),px(t, ε), py(t, ε)), donde

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε),

y (r∗, α∗) son ceros de la función promedio. Además las soluciones periódicas son

contadas como sigue, existe

(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 01
ABΛλ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)

7(A+ 10B)Bh

))



CONTENIDOS 11

(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 02
ABΛλ, y

r∗ =

√
−

3
√
N1

(
378Bh(3A− 7B) + 100(λ− Λ)

)
− 2 3
√

2N2 − 3
√

4(N1)2

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B)

,

α∗ =0

(c) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 03
ABΛλ, y

r∗ =

√
−

3
√
N4(546ABh− 606B2h+ 100λ− 100Λ)− 2 3

√
2N5 − 3

√
4(N4)2

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2)

,

α∗ =± π

2

(d) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 04
ABΛλ, y

r∗ =

√
−

180 3
√
N7(7Bh(32A− 49B) + 50(λ− Λ))− 1080 3

√
2N9 − 3

√
4(N7)2

42 3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2)

,

α∗ =− 1

2
arc cos

 90B
(
−12 3
√
N7N13 + 1080 3

√
2N8 + 3

√
4(N7)2

)
1080 3

√
2N8(49A− 50B) + 3

√
4(N7)2(49A− 50B) + 180 3

√
N7N9

 ,

donde los conjuntos ∈ 0i
ABΛλ con i = 1, ..., 4 y los valores N1, N2, N4, N5, N7, N8, N9

y N13 son expresiones en términos de los parámetros A,B,Λ, λ y que por su exten-

sión son dados en el caṕıtulo 4 de esta tesis.

Finalmenten el último resultado en este trabajo dice relación a la estabilidad de las

soluciones periódicas obtenidas en el Teorema 0.7.

Teorema 0.8 Las dos familias de soluciones periódicas del Teorema 0.7 parte (a)

son inestables.

La estabilidad o Inestabilidad del resto de las soluciones periódicas del Teorema 0.7

no fue posible determinarlas por la complejidad de los cálculos computacionales.

La estructura de éste trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1 presentamos los preliminares y las nociones fundamentales,

se describe la formulación Hamiltoniana y se presenta el sistema hamiltoniano

en dimensión 4 que vamos a estudiar.
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En el Caṕıtulo 2 presentamos la teoŕıa del promedio de primer y segundo orden

para estudiar soluciones periódicas de un sistema diferencial.

En el Caṕıtulo 3, consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados de

libertad y con función potencial polinomial de grado 5. Para este sistema

Hamiltoniano determinamos su forma estándar que permite aplicar la teoŕıa

del promedio, indicando en términos de los grados la aplicación de la teoŕıa

del promedio de primer orden o de segundo orden.

En el Caṕıtulo 4, presentamos los resultados principales de esta tesis sobre

la existencia y estabilidad de soluciones periódicas del sistema Hamiltoniano

polinomial de grado seis usando el método del promedio de segundo orden.

Primero proporcionamos las condiciones suficientes en los parámetros para

garantizar la existencia de soluciones periódicas para el nivel de enerǵıa posi-

tiva. Segundo, estudiamos la estabilidad de estas soluciones periódicas.

Además, en el Caṕıtulo 5, se da una introducción sobre la existencia de solu-

ciones periódicas de sistemas dinámicos en conjuntos de tipo time scale, uti-

lizando una generalización del método clásico del promedio.



Caṕıtulo 1

Preliminares y Nociones

Fundamentales

1.1. Motivaciones F́ısicas y Matemáticas

A lo largo de los últimos años, se usan diferentes métodos para describir la

dinámica local de los sistemas hamiltonianos alrededor de sus puntos de equilibrios

y soluciones periódicas. La estabilidad alrededor de estos objetos determina el tipo de

movimiento en una vecindad de las soluciones. Por esta razón, este trabajo se centra

en encontrar familias de soluciones periódicas y estudiar el tipo de estabilidad de

dichas soluciones encontradas en sistemas hamiltonianos provenientes de la dinámica

galáctica.

1.2. Definición del Problema

La mecánica hamiltoniana es una reformulación de la mecánica newtoniana. En

esta sección se deducen las ecuaciones de Hamilton a partir de las ecuaciones de

Lagrange para un sistema diferencial.

En 1833, el f́ısico y matemático William R. Hamilton, en su ensayo “On a General

Method in Dynamics” funda la mecánica hamiltoniana basándose en los trabajos

anteriores del f́ısico y matemático Joseph-Louis Lagrange Figura (1.1).

13
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Figura 1.1: Retrato de William R. Hamilton y Joseph-Louis Lagrange

Para transformar las ecuaciones diferenciales de Lagrange de un sistema material

con n grados de libertad en un sistema canónico de 2n ecuaciones diferenciales de

primer orden existen varias posibilidades. En este trabajo se sigue el procedimiento

expuesto en [31] que emplea la transformada de Legendre de la función Lagrangiana.

1.2.1. Formulación Lagrangiana y Hamiltoniana

Supongamos que la posición de un sistema mecánico con n grados de libertad

es descrito por q = (q1, . . . , qn) llamada coordenadas generalizadas. Consideremos la

función Lagrangiana

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)

donde (q̇1, . . . , q̇n) son las velocidades generalizadas correspondientes. El movimiento

del sistema puede ser descrito por:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , n. (1.1)

Las ecuaciones (1.1) son llamadas las Ecuaciones de Lagrange que constituyen un sis-

tema de n-ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden que determina uńıvo-

camente los qi(t) siempre que se dieran las 2n condiciones iniciales q1(t0), . . . , qi(t0)

y q̇1(t0), . . . , q̇i(t0) en un instante inicial t0. Naturalmente, las ecuaciones de La-

grange pueden ser trivialmente sustituidas por un sistema equivalente de primer

orden, simplemente introduciendo las variables si = q̇i, i = 1, ..., n y considerando
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q1, . . . , qn, s1, . . . , sn como 2n-variables independientes. Las ecuaciones de movimien-

to en este caso son:

si = q̇i,

d

dt

(
∂L

∂si

)
− ∂L

∂q
= 0, i = 1, . . . , n, (1.2)

donde L(q, s, t) es la función Lagrangiana del sistema (1.2). La formulación La-

grangiana es necesaria para explicar el sistema Hamiltoniano asociado con mayor

simpleza.

La formulación Hamiltoniana es la formulación más poderosa de la mecánica que

permite investigar los aspectos más fundamentales de la estructura de la mecánica

clásica.

Momentos Canónicos y Ecuaciones de Hamilton:

William Rowan Hamilton mostró, en 1835, que la duplicación simétrica del número

de variables independientes es conseguida gracias a la descripción dinámica de 2n

cantidades q1, . . . , qn, p1, . . . , pn donde pi es el momento canónico conjugado a qi,

definido por

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇), i = 1, . . . , n. (1.3)

Suponemos que la matriz Hessiana W = (wi,j) donde

wi,j =
∂2L

∂q̇i∂q̇j

es no singular, esto es, detW 6= 0 (garantiza que (1.3) tiene solución). Entonces

por el Teorema de la función Impĺıcita, el sistema (1.3) puede ser resuelto para las

velocidades generalizadas

q̇i = fi(q, p, t), i = 1, . . . , n.

La descripción de la hamiltoniana implica la sustitución de las variables (q, q̇) por

(q, p) introduciendo una función H(q, p, t) en lugar de la Lagrangiana L(q, q̇, t) para

generar la dinámica. Tal cambio de descripción se realiza mediante una transfor-

mación de Legendre, que en el presente contexto consiste en la sustitución de las
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velocidades generalizadas por los momentos canónicos como variables básicas. La

función de Hamilton o, simplemente Hamiltoniana H(q, p, t) es definida por

H(q, p, t) =
n∑
i=1

q̇ipi − L(q, q̇i, t), i = 1, . . . , n. (1.4)

Calculando la diferencial dH de (1.4) tenemos

dH =
n∑
i=1

(
dq̇ipi + q̇idpi

)
−

{
n∑
i=1

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
+
∂L

∂t
dt

}
. (1.5)

En virtud de la definición de los momentos canónicos dados en (1.3) y de las ecua-

ciones de Lagrange, se tiene

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
︸ ︷︷ ︸

pi

−∂L
∂qi

= 0⇒ ṗi =
∂L

∂qi
, i = 1, . . . , n.

Luego la ecuación (1.5) se reduce a

dH =
n∑
i=1

(q̇idpi − ṗidqi) +
∂L

∂t
dt.

Por otro lado

dH =
n∑
i=1

(
∂H

∂q̇i
dqi +

∂H

∂ṗi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt.

Comparando estas dos últimas ecuaciones se obtienen

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

, i = 1, . . . , n. (1.6)

Las ecuaciones (1.6) son conocidas como ecuaciones de Hamilton o ecuaciones

canónicas de Hamilton, y forman un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer

orden equivalentes a las ecuaciones de Lagrange. Además tenemos la relación de de-

pendencia temporal, es decir

∂H

∂t
= −∂L

∂t
.

En la formulación Hamiltoniana en lugar del espacio de configuraciones introducimos

el espacio de fase. Las cantidades (q, p) llamadas variables canónicas en el espacio
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cartesiano de dimensión 2n cuyos puntos son representados por las 2n-uplas (q, p) =

(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) es llamado espacio de fase. Un punto en el espacio de fase

determina completamente el estado de un sistema mecánico, esto es la posición y

velocidad de las part́ıculas. Geométricamente un movimiento del sistema mecánico

también puede ser representado como una curva en el espacio de fase (ver Figura

1.2).

b

qi = qi(t)
pi = pi(t)

dimension : 2n
p

q

Figura 1.2: Espacio de Fase

Supongamos que la función Lagrangiana es

L(q, q̇) = T (q, q̇)− V (q) (1.7)

donde T (q, q̇) es la enerǵıa cinética que es función cuadrática de las variables gener-

alizadas y V (q) la enerǵıa potencial que no depende de las velocidades. Derivando

(1.7) se tiene

∂L

∂q̇i
(q, q̇)︸ ︷︷ ︸
pi

=
∂T

∂q̇i
(q, q̇)−

�
�
�
��

0
∂V

∂q̇i
(q),

es decir

pi =
∂T

∂q̇i
(q, q̇).
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De (1.4)

H(q, p, t) =
n∑
i=1

q̇i
∂T

∂q̇i
(q, q̇)− (T (q, q̇)− V (q)). (1.8)

Por el Teorema de Euler para funciones homogéneas (ver[52]) tenemos

n∑
i=1

q̇i
∂T

∂q̇i
(q, q̇) = 2T (q, q̇). (1.9)

Por tanto

H(q, p, t) = T (q, q̇) + V (q),

donde H representa la enerǵıa total del sistema.

1.2.2. Significado de la función Hamiltoniana

Para entender el significado f́ısico de la función Hamiltoniana se calcula la deriva-

da total de H respecto a t:

dH

d t
=

n∑
i=1

(
∂H

∂qi
q̇i +

∂H

∂pi
ṗi

)
+
∂H

∂t
.

Sustituyendo las derivadas de las coordenadas y los momentos generalizados por las

ecuaciones de Hamilton se obtiene:

dH

d t
=

n∑
i=1

(
∂H

∂qi

∂H

∂pi
− ∂H

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂H

∂t
.

Por tanto, la derivada total respecto al tiempo de la hamiltoniana es igual a la

derivada parcial de la hamiltoniana respecto al tiempo:

dH

d t
=
∂H

∂t
.

Si el Hamiltoniano, o la Lagrangiana, no dependen del tiempo, entonces resulta

que H(q, p), es una constante del movimiento, en este caso la función Hamiltoniana

H(q, p) es llamada una integral primera.

1.2.3. Sistema Hamiltoniano con n grados de libertad

El formalismo hamiltoniano es la estructura matemática natural en la que se

desarrolla la teoŕıa de los sistemas mecánicos conservativos. Un sistema hamiltoniano
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es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

q̇i =
∂H

∂pi
(q, p, t),

ṗi = −∂H
∂qi

(q, p, t), i = 1, . . . , n, (1.10)

donde H = H(q, p, t), llamado hamiltoniano, es una función suave de valor real

definida en un conjunto abierto U de IRn × IRn × IR. Los vectores q = (q1, ..., qn) y

p = (p1, ..., pn) son llamados posición y momento, respectivamente, y t es el tiempo.

Las variables q y p se dice que son variables conjugadas : p es conjugado con q. El

entero n es el número de grados de libertad del sistema.

Observación 1.1 En el caso n = 2, se tiene un sistema Hamiltoniano con dos

grados de libertad:

q̇1 =
∂H

∂p1

, ṗ1 = −∂H
∂q1

,

q̇2 =
∂H

∂p2

, ṗ2 = −∂H
∂q2

, (1.11)

donde H : IR4 → IR es la función Hamiltoniana de (1.11), q1, q2 son las coordenadas

generalizadas y p1, p2 son los momentos conjugados (ver [21]).

Un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad puede exhibir una dinámica

compleja y rica, siendo aśı adecuado para modelar una gran variedad de fenómenos

f́ısicos tales como comportamientos periódicos, cuasiperiódicos y caótico (ver [10]). El

bien conocido Hamiltoniano Hénon-Heiles, constituye un modelo para el movimien-

to galáctico, (ver [50]). El problema planar de tres cuerpos [34], el problema de

Stormer [42], algunos sistemas de plasma estacionarios [65], entre muchos otros, son

descritos por sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad. De manera general,

consideremos el vector z, la matriz J simétrica de 2n×2n, y el gradiente ∇H dados

por

z =

(
q

p

)
, J =

(
0 I

−I 0

)
, ∇H =


∂H

∂z1
...
∂H

∂z2n

 ,
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donde 0 es la matriz nula de n × n e I es la matriz identidad de n × n. El sistema

(1.10) se convierte en

ż = J∇H(t, z). (1.12)

Por el Teorema de existencia y unicidad de ecuaciónes diferenciales: para cada

(t0, z0) ∈ U , existe una única solución z = ϕ(t, t0, z0) de (1.12) definida para t

cerca de t0 que satisface la condición inicial ϕ(t0, t0, z0) = z0. La función ϕ es una

aplicacion definida desde una vecindad abierta V de (t0, t0, z0) ∈ IR2n+2 en IR2n.

La función ϕ(t0, t0, z0) es suave en todos sus argumentos, y entonces ϕ es C∞ si

las ecuaciones son C∞, y es anaĺıtica si las ecuaciones son anaĺıticas. La solución

ϕ(t, t0, z0) es llamado la solución general.

En el caso especial cuando H es independiente de t, de modo que H : U → IR donde

U es un conjunto abierto en IR2n, las ecuaciones diferenciales (1.12) son autóno-

mas, y el sistema hamiltoniano se llama conservativo. Por lo general, la dependencia

t0 se cae y solo se considera ϕ(t, z0), donde ϕ(t, z0) es la solución de (1.12) que

satisface ϕ(0, z0) = z0. La solución ϕ(t, z0) es T-periódica con T > 0 si y sólo si

ϕ(T, z0) = z0 y ϕ(t, z0) 6= z0 para t ∈ (0, T ). Las soluciones se representan como

curvas parametrizadas en U ⊆ IR2n, y el conjunto U es llamado espacio de fase. Por

el Teorema de existencia y unicidad, hay una curva única que pasa por cada punto

en U y por la unicidad, dos de estas curvas solución no se pueden cruzar en U .

Las superficies de nivel J−1(c) ⊆ IR2n, donde c es una constante, son conjuntos in-

variantes, es decir, son conjuntos tales que si una solución comienza en el conjunto,

permanece en el conjunto. En general, los conjuntos de nivel son variedades de di-

mensión 2n−1, y aśı con una integral F , las soluciones se encuentran en el conjunto

F−1(c), que es de dimensión 2n− 1.

Definición 1.1 Se dice que un sistema hamiltoniano es integrable si tiene n inte-

grales primeras (independientes), donde n es el número de grados de libertad.

A continuacion enunciamos algunos teoremas que serán útiles en los próximos caṕıtu-

los.

Consideremos la ecuación

x′ = A(t)x, t ∈ IR, (1.13)
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con A(t) una matriz n×n real, continua T -periódica A(t+T ) = A(t). Una ecuación

como (1.13) puede obtener soluciones tanto periódicas como no periódicas.

El Teorema de Floquet que enunciaremos a continuación es un resultado impor-

tante que se utiliza para probar la estabilidad de soluciones periódicas v́ıa el teorema

del promedio.

Teorema 1.1 (Floquet) Consideremos la ecuación (1.13) x′ = A(t)x con A(t) una

matriz n×n real, continua T -periódica. Cada matriz fundamental Φ(t) de la ecuación

(1.13) puede escribirse como el producto de dos matrices n× n

X(t) = P (t)eBt

con P (t), T -periódica y B una matriz constante n× n.

Demostración. La demostración de este teorema se puede ver en [17]. 2

1.2.4. Transformaciones Simplécticas

Un aspecto importante en el mundo simpléctico es el estudio de las transfor-

maciones simpléctica, es decir, las aplicaciones entre variedades simplécticas que

conservan áreas orientadas.

Sea

Ξ : U → IR2n

(t, z)→ ζ = Ξ(t, z)

una función suave donde U es un conjunto abierto en IR2n+1, Ξ es llamado una fun-

ción simpléctica (o transformación) si el jacobiano de Ξ con respecto a z, D2Ξ(t, z) =
∂Ξ

∂z
, es una matriz simpléctica para todo (t, z) ∈ U . A veces se usa la notación D2Ξ

para el jacobiano de Ξ, y a veces la notación
∂Ξ

∂z
.

Aśı Ξ es simpléctico si y sólo si

∂Ξ

∂z
J
∂Ξ

∂z

T

= J. (1.14)

Recuerde que si una matriz es simpléctica, entonces también lo es su transpuesta,

por lo tanto, podŕıamos transponer fácilmente el primer factor en (1.14). Debido a



22

que el producto de dos matrices simplécticas es simpléctico, la composición de dos

funciones simplécticos es simpléctica por la regla de la cadena de diferenciación. De-

bido a que una matriz simpléctica es invertible y su inversa es simpléctica, el teorema

de la función inversa implica que una función simpléctica es invertible localmente y

su inversa, Z(t, ζ), es simpléctica donde se define. Debido a que el determinante de

una matriz simpléctica es +1, la transformación es la orientación y la conservación

del volumen. Si la transformación z → ζ = Ξ(t, z) se considera un cambio de varia-

ble, entonces se llama coordenadas simplécticas o canónicas.

Si en lugar de satisfacer (1.14), la transformación ζ = Ξ(t, z) satisface

J = µ
∂Ξ

∂z
J
∂Ξ

∂z

T

, (1.15)

donde µ es un número constante no cero, entonces ζ = Ξ(t, z) es llamado una trans-

formación lineal con multiplicidad µ (ver [38]).

Teoŕıa del grado de Brouwer en IRn

El siguiente lema debido a [1] desempeña un papel crucial en la prueba del Teorema

del promedio en su forma clásica asi como en time scale. El caso del teorema del

promedio para time scale se verá en el capitulo 5 de esta tesis.

Lema 1 Para un subconjunto abierto acotado V ⊂ IRn, asumimos que Fi :→ IRn,

para i = 0, ...k, y R : V̄ × [−ε0, ε0]→ IRn son continuas, y dados por

F (·, ε) = F0(·) + εF1(·) + ε2F1(·) + ...+ εkFk(·),

G(·, ε) = F0(·, ε) + εk+1R(·, ε).

Supongamos que F (z, ε) 6= 0 para todo z ∈ ∂V , ε ∈ [−ε0, ε] − 0. Entonces, para

| ε |> 0 suficientemente pequeño, el grado de Brouwer deg(F (·, ε), V, 0) esta bien

definido y

deg(F (·, ε), V, 0) = deg(G(·, ε), V, 0).

Demostración. La demostración de este lema se puede ver en [1]. 2



Caṕıtulo 2

El Método del Promedio

2.1. Descripción del Método del Promedio

En este caṕıtulo presentaremos los Teoremas clásicos de la teoŕıa del promedio

hasta orden 2 en dimensión n con el propósito de estudiar soluciones periódicas de

un sistema diferencial. Para una introducción general a la teoŕıa del promedio, ver

por ejemplo [17, 33, 30, 32].

2.1.1. Existencia y Estabilidad de soluciones periódicas

Consideremos el siguiente sistema diferencial

x′ = F (t, x, ε), (2.1)

con x ∈ D, donde D es un subconjunto abierto y acotado de IRn, t ≥ 0 y F :

IR×D×(−ε0, ε0) −→ IRn es una función continua, T -periódica en la primera variable

t, localmente lipschitz en la segunda variable. Para cada z ∈ D, denotemos por

x(·, z, ε) : [0, tz) −→ IRn una solución de (2.1) con la condición inicial x(0, z, ε) = z.

El valor T es llamado el peŕıodo y podemos suponer que T < tz, para todo z ∈ D.
Recordemos que una solución periódica satisface x(t+ T, z, ε) = x(t, z, ε) para todo

t, y consideremos la función f : D × (−ε0, ε0) −→ IRn definida por

f(z, ε) =

∫ T

0

F (s, x(s, z, ε), ε)ds. (2.2)

23
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A partir de (2.1) y (2.2) podemos redefinir f de la siguiente forma∫ T

0

x′(s, z, ε)ds =

∫ T

0

F (s, x(s, z, ε), ε)ds.

Por tanto

f(z, ε) = x(T, z, ε)− x(0, z, ε). (2.3)

Por continuidad de soluciones, el problema de encontrar soluciones T -periódicas del

sistema (2.1), se reduce a encontrar ceros de la función f definida en (2.3), aśı cada

(zε, ε) tal que f(zε, ε) = 0 nos permite determinar la existencia de una solución

T -periódica x(·, zε, ε) del sistema (2.1).

La prueba de los resultados que presentamos a continuación han sido obtenidos en

[32, sección 2.2].

2.1.2. Teorema de existencia de soluciones v́ıa promedio de

primer orden

Consideremos el siguiente sistema diferencial de orden arbitrario k en dimensión

n dado por:

x′ =
k∑
i=0

εiFi(t, x) + εk+1R(t, x, ε),

x(0) = x0, (2.4)

con x ∈ D, donde D es un subconjunto abierto de IRn, t ≥ 0 y donde Fi : IR×D −→
IRn y R : IR × D × (−ε0, ε0) −→ IRn, son funciones Localmente Lipschitz y T -

periódicas en la primera variable t.

Para k = 1 tenemos el siguiente sistema diferencial de primer orden

x′ = εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε),

x(0) = x0. (2.5)

El sistema diferencial promedio asociado al sistema (2.5) es definido en D por:

z′ = εf1(z),

z(0) = x0, (2.6)
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donde

f1(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z)ds. (2.7)

Podemos observar que las soluciones de equilibrio del sistema (2.6) son ceros de la

función f1.

Teorema 2.1 (Existencia) Consideremos los problemas de valores iniciales (2.5)

y (2.6). Supongamos que:

a) Las funciones F1, R,DxF1, DxR,D
2
xF1, DεR son definidas, continuas y acotadas

por una constante M (independiente de ε) en [0,∞)×D y −ε0 ≤ ε ≤ ε0.

b) Las funciones F1 y R son T -periódicas en t (T independiente de ε).

Entonces, si p es una solución de equilibrio del sistema promediado (2.6), que satis-

face

det (Dxf1(z))
∣∣∣
z=p
6= 0,

conDxf1(·) la matriz Jacobiana de f1, entonces para |ε| > 0 suficientemente pequeño,

existe una solución T -periódica, ϕ(·, ε) = x(·, z, ε) del sistema (2.5) tal que ϕ(0, ε)→
p cuando ε→ 0.

Demostración. Sea V una vecindad de p tal que f1(z) 6= 0 para z ∈ V − {p},
es decir, p es un cero aislado de la función promedio (2.7). Para todo z ∈ V , existe

ε0 > 0 tal que si ε ∈ [−ε0, ε0] cada solución x(·, z, ε) de (2.5) está bien definido

en [0, T ]. Además, considerando hz < tz con hz = inf{T, b
M(ε)
} donde M(ε) =

sup{|εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε)|} se tiene

|εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε)| ≤M(ε),

para todo t ∈ [0, T ], para cada x tal que |x − z| ≤ b y para todo z ∈ V . Entonces

para |ε| suficientemente pequeño M(ε) puede ser arbitrariamente grande, tal que

hz = T para todo z ∈ V . Aśı aseguramos la existencia y unicidad de las soluciones

de (2.5). Además, dado que ε > 0 es suficientemente pequeño, existe un compacto

K ⊂ D tal que x(t, z, ε) ∈ K para todo t ∈ [0, T ], z ∈ V y ε ∈ [−ε0, ε0].
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Por otro lado para t ∈ [0, T ] , z ∈ V y ε ∈ [−ε0, ε0], por continuidad de F1, R y la

relación x(0, z, ε) = z se tiene

x(t, z, ε) = z + ε

∫ t

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2

∫ t

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds, (2.8)

pues:

x′(t, z, ε) = F (t, x(s, z, ε), ε)∫ t

0

x′(s, z, ε)ds =

∫ t

0

F (s, x(s, z, ε), ε)ds

x(t, z, ε)− x(0, z, ε)︸ ︷︷ ︸
z

= ε

∫ t

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2

∫ t

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds,

y para ε = 0 tenemos x(t, z, 0) = z. Definamos la función h por

h(ε) = F1(t, x(t, z, ε)). (2.9)

Observe que la función h depende sólo de ε. Debido a que la función F1(t, x(t, z, ε))

es de clase C1, la función h es de clase C1 en una vecindad de ε = 0. Por el desarrollo

de serie de Taylor de h en torno a ε = 0 se tiene

h(ε) = h(0) + h′(0)ε+O(ε2), (2.10)

donde
O(ε2)

ε
→ 0 cuando ε→ 0. Considerando (2.8) tenemos que h(0) =

F1(t, x(t, z, 0)) = F1(t, z). Derivando (2.9) y (2.8) con respecto a ε obtenemos

h′(ε) =
��

���
���

��:0
DtF1(t, x(t, z, ε)) +DxF1(t, x(t, z, ε)) · ∂

∂ε
x(t, z, ε),

y

∂

∂ε
x(t, x, ε) =

∫ t

0

F1(s, x(t, z, ε))ds+ 2ε

∫ t

0

R(s, x(s, x, ε), ε)ds,

evaluando las relaciones anteriores en ε = 0 obtenemos

h′(0) = DxF1(t, x(t, z, ε))
∣∣∣
ε=0

∂

∂ε
x(t, z, 0),

y

∂

∂ε
x(t, x, 0) =

∫ t

0

F1(s, x(t, z, 0)︸ ︷︷ ︸
z

)ds =

∫ t

0

F1(s, z)ds.
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De donde

h′(0) = DzF1(t, z)

∫ t

0

F1(s, z)ds.

Aśı (2.10) es

F1(t, x(t, z, ε)) = F1(t, z) + εDzF1(t, z) ·
∫ t

0

F1(s, z)ds+O(ε2). (2.11)

De (2.3) como la función promedio f(z, ε) = x(T, z, ε)− x(0, z, ε), esto equivale a

f(z, ε) = ε

∫ T

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds. (2.12)

Considerando (2.11) podemos reescribir la ecuación (2.12) como

f(z, ε) =ε

∫ T

0

[
F1(t, z) + εDzF1(t, z) ·

∫ t

0

F1(s, z)ds+O(ε2)

]
ds

+ ε2

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds,

=ε

∫ T

0

[F1(t, z) + F1(t, x(t, z, ε))− F1(t, z)]ds+ ε2

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds,

de donde

f(z, ε) = ε

∫ T

0

F1(s, z)ds+ ε2

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds.

Aśı la función f puede ser escrito en la forma f(z, ε) = εf1(z)+O(ε2), en V ×[−ε0, ε0]

con f1 dada por (2.7). En efecto, observe que existe un subconjunto compacto K de

D tal que x(t, z, ε) ∈ K para todo t ∈ [0, T ], z ∈ V y ε ∈ [−ε0, ε0]. Entonces por la

continuidad de R en [0, T ]×K× [−ε0, ε0] existe MK > 0 tal que |R(t, x(t, z, ε), ε)| ≤
MK , o sea

0 ≤|ε2

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds| ≤ ε2

∫ T

0

MKds = ε2TMK = O(ε2),

de esta forma

f(z, ε) = ε

∫ T

0

F1(s, z)ds︸ ︷︷ ︸
f1(z)

+O(ε2).
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Aśı

f(z, ε) = εf1(z) +O(ε2).

Definamos una función auxiliar f : D × (−ε0, ε0) → IRn de clase C1 dado por

f(z, ε) =
f(z, ε)

ε
con ε 6= 0, es decir

f(z, ε) = f1(z) +O(ε).

Como (p, 0) ∈ D×(−ε0, ε0) tal que f(p, 0) = f1(p)+O(0) = 0. Además detDzf(p, 0) 6=
0, entonces por el Teorema de la función Impĺıcita, existe ε > 0 tal que para todo

ε ∈ (−ε0, ε0) existe una única función zε tal que

f(zε(ε), ε) = 0 y zε(0) = p.

Luego para todo ε ∈ (−ε0, ε0) obtenemos que

f(zε, ε) = 0⇒ f1(zε, ε) = 0.

Por las ecuaciones (2.8) y (2.12) se sigue que x(T, zε, ε) = x(0, zε, ε). Por lo tanto,

para ε → 0 existe una solución periódica ϕ(·, ε) = x(·, zε, ε) del sistema diferencial

(2.5). Por otro lado, considerando nuevamente (2.12), tenemos

0 = ĺım
ε→0

f(zε, ε)

= ĺım
ε→0

(x(T, zε, ε)− x(0, zε, ε))

= ĺım
ε→0

x(T, zε, ε)− ĺım
ε→0

x(0, zε, ε)

= ĺım
ε→0

x(T, zε, ε)− zε(0)

= ĺım
ε→0

x(T, zε, ε)− p.

Aśı tenemos que x(T, zε, ε) → p cuando ε → 0, por tanto el Teorema queda de-

mostrado. 2

A continuación presentaremos dos ejemplos donde se aplica el Teorema del promedio

de primer orden, para determinar soluciones periódicas.

Ejemplo 2.1 (La ecuación de Van der Pol)

La ecuación que modela al oscilador de Van der Pol viene definida por

x′′ + x = ε(1− x2)x′. (2.13)
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Considerando el cambio de variables x′ = y, puede escribirse como el sistema dife-

rencial

x′ = y,

y′ = −x+ ε(1− x2)y.

Este sistema escrito en su forma matricial es(
x′

y′

)
=

(
y

−x

)
+ ε

(
0

(1− x2)y

)
. (2.14)

Como las funciones F =

(
y

−x

)
y R =

(
0

(1− x2)y

)
no satisfacen la periodicidad

necesaria dada por el Teorema 2.1, introduzcamos el cambio en coordenadas polares

(r, θ) tal que x = r cos θ, y = r sin θ, derivando respecto del tiempo t, obtenemos

x′ = r′ cos θ − rθ′ sin θ

y′ = r′ sin θ + rθ′ cos θ,

resolviendo el sistema anterior respecto a r′ y θ′, obtenemos

r′ =εr(1− r2 cos2 θ) sin2 θ

θ′ =− 1 + ε cos θ(1− r2 cos2 θ) sin θ.

Introduciendo la variable θ como la nueva variable independiente del sistema se

sigue que

dr

dθ
=

(1− r2 cos2 θ)r sin2 θ

−1 + ε(1− r2 cos2 θ) sin θ cos θ
.

Si definimos g(ε) =
(1− r2 cos2 θ)r sin2 θ

−1 + ε(1− r2 cos2 θ) sin θ cos θ
con g(0) = 0, por el desarrollo

de Taylor de g(ε) alrededor de ε = 0 se tiene

g(ε) = g(0) + g′(0) +O(ε2) con g′(0) = r sin2 θ(r2 cos2 θ − 1),

de donde

g(ε) = ε r sin2 θ(r2 cos2 θ − 1) +O(ε2),
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de esta forma

dr

dθ
= ε r sin2 θ(r2 cos2 θ − 1)︸ ︷︷ ︸

F (θ,r)

+O(ε2).

Observemos que este sistema tiene la forma estándar dada por el sistema diferencial

(2.5), luego podemos aplicar el Teorema 2.1, si tomamos x = r, t = θ, T = 2π,

F (t, x) = r sin2 θ(r2 cos2 θ − 1) y D = (0,+∞). Además la función F (θ, r) es 2π-

periódica en θ y satisface las hipótesis del Teorema del Promedio de primer orden.

La función promedio viene dada por

f(r) =

∫ 2π

0

r sin2 θ(r2 cos2 θ − 1)dθ

=
1

4
πr(r2 − 4). (2.15)

Resolviendo f(r) = 0 se tiene las singularidades

r1 = 0, r2 = 2, r3 = −2,

además

df

dr
=
πr2

2
+

1

4
πr(r2 − 4),

donde claramente f ′(ri) 6= 0 para i = 2, 3 y r2 ∈ D (r1, r3 no están en D). De

esta forma aplicando el Teorema 2.1 podemos concluir que para ε → 0 existe una

solución 2π-periódica del sistema (2.13) con r(ε)→ 2 cuando ε→ 0.

Ejemplo 2.2 (Bifurcación Poincaré - Andronov- Hopf)

Consideremos el sistema diferencial

y′ = g(y, λ), (2.16)

donde y ∈ Rn, λ ∈ Rp, g ∈ Cr en una vecindad del punto fijo en Rn × Rp,

supongamos que (y, λ) = (y0, λ0) es un punto fijo, es decir g(y0, λ0) = 0, ¿Cómo

vaŕıa la dinámica del sistema (2.16) para λ ∼ λ0?

Supongamos que el sistema lineal

ζ ′ = Dyg(y0, λ0)ζ, ζ ∈ Rn,
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donde Dyg(y0, λ0) tiene dos autovalores con parte real nula y el resto de los autova-

lores con parte real no nula. La dinámica de (2.16) cerca de (y0.λ0) es determinado

por el campo de vectores restringido a la variedad central, que en este caso es de

dimensión dos: (
x′

y′

)
=

(
Reλ(µ) Imλ(µ)

Imλ(µ) Reλ(µ)

)(
x

y

)
+

(
f1(x, y, µ)

f2(x, y, µ)

)
, (2.17)

donde (x, y, µ) ∈ IR× IR× IR, f1, f2 son funciones lineales en x, y. La forma normal

de (2.17) es

x′ = α(µ)x− ω(µ)y + (a(µ)x− b(µ)y)(x2 + y2) +O(|x, y|5),

y′ = ω(µ)x+ α(µ)y + (b(µ)x+ a(µ)y)(x2 + y2) +O(|x, y|5). (2.18)

Usando coordenadas polares x = r cos θ, y = r sin θ, el sistema (2.18) puede ser

escrito como

r′ = α(µ) + a(µ)r3 +O(r5),

θ′ = ω(µ) + b(µ)r2 +O(r4). (2.19)

Por el desarrollo de Taylor de las funciones α(µ), a(µ), ω(µ), b(µ) en una vecindad

de µ = 0, el sistema (2.19) se reescribe como:

r′ = α′(0)µr + a(0)r3 +O(µ2r;µr3),

θ′ = ω(0) + ω′(0)µ+ b(0)r2 +O(µ2;µr2; r4). (2.20)

Haciendo α′(0) = d, a(0) = a, ω(0) = ω, ω′(0) = c, b(0) = b, reescribimos el

sistema (2.20) como

r′ =d µ r + ar3 +O(µ2r, µ3r, r5),

θ′ =w + cµ+ br2 +O(µ2, µr2, r4). (2.21)

Dado el cambio de coordenadas, r → ε r, θ → θ

ε
, t→ t

ε
, µ→ ε2 µ (re-escalando) se

tiene

r′ =ε(d µ r + a r3) +O(ε3)

θ′ =w +O(ε2).
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Introduciendo la variable θ como la nueva variable independiente se sigue que

dr

dθ
=
ε(d µ r + a r3) +O(ε3)

w +O(ε2)
.

Si definimos g(ε) =
ε(d µ r + a r3) +O(ε3)

w +O(ε2)
con g(0) = 0, por el desarrollo de Taylor

de g(ε) alrededor de ε = 0 se tiene

g(ε) = g(0) + g′(0) ε+ g′′(0) ε2 +O(ε3),

con g′(0) =
d µ r + a r3

w
y g′′(0) = 0, de donde

g(ε) = ε
d µ r + a r3

w
+O(ε3),

de esta forma

dr

dθ
= ε

d µ r + a r3

w︸ ︷︷ ︸
F (µ,r)

+O(ε3). (2.22)

Observemos que el sistema (2.22) tiene la forma estandar y podemos aplicar la teoŕıa

del promedio. Además la función F (µ, r) es 2π-periódica en θ y satisface las hipótesis

del Teorema 2.1. La función promedio viene dada por

f(r) =

∫ 2π

0

(
d µ r + a r3

w

)
dθ

= 2π r

(
d µ

w
+
ar2

w

)
. (2.23)

Resolviendo f(r) = 0 se tiene las singularidades

r1 = 0, r2 =

√
−d µ
a
, r3 = −

√
−d µ
a

además

df

dr
=

2π(dµ+ 3ar2)

w
.

Como la singularidad r2 del sistema promediado (2.23) satisface
df

dr
(r2) 6= 0, de esta

forma tenemos del Teorema 2.1 que para ε→ 0 existe una solución 2π-periódica del

sistema (2.21) con r(ε)→ 0 cuando ε→ 0.



2.1 Estabilidad de soluciones periódicas para promedio de primer orden 33

2.1.3. Estabilidad de soluciones periódicas para promedio

de primer orden

En esta sección estableceremos un resultado respecto a la estabilidad de la solu-

ción T -periódica dada por el Teorema 2.1. Para poder establecer estos resultados,

recordaremos el concepto de estabilidad para soluciones de equilibrio. Consideremos

el siguiente sistema diferencial

x′ = f(t, x), (2.24)

donde f : IR × IRn −→ IRn es una función continua en (t, x) y Lipschitz-continua

en x. Asumamos que x = p es un punto de equilibrio de (2.24), es decir f(t, p) = 0

para t ∈ IR.

Definición 2.1 Consideremos la ecuación (2.24) y una vecindad D ⊂ IRn de x = p.

Denotemos la solución con condición inicial en t = t0 con x(t0) = x0 ∈ D como

x(t; t0, x0). La solución x = p se dice estable en el sentido de Lyapunov si para cada

ε > 0 y t0 > 0 existe δ = δ(ε, t0) tal que si ||x0 − p|| ≤ δ, entonces x(t; t0, x0) se

encuentra definida para todo t ≥ t0 y además ||x(t; t0, x0)−p|| ≤ ε para todo t ≥ t0.

Observación 2.1 Si la solución de equilibrio x = p de la ecuación (2.24) no es

estable en el sentido de Lyapunov, se dice inestable.

Definición 2.2 La solución de equilibrio x = p de la ecuación (2.24) se dice a-

sintóticamente estable si x = p es estable y además existe δ(t0) > 0 tal que si

||x0 − p|| ≤ δ(t0), entonces ĺımt→∞ ||x(t; t0, x0)− p|| = 0.

Los primeros dos teoremas de estabilidad (en el sentido de Lyapunov) serán utiliza-

dos para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periódicas v́ıa el método

del promedio, la demostración se puede veren [32].

Teorema 2.2 Consideremos la ecuación diferencial ordinaria definida en IRn

x′ = A(t)x+ f(t, x), (2.25)

A(t) es una matriz continua y T-periódica, la función f(t, x) es continua en (t, x) y

es Lipschitz-continua en x para t ∈ IR y x pertenece a una vecindad de x = 0. Mas
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aún tenemos que

ĺım
||x||→0

||f(t, x)||
||x||

= 0,

uniformemente en t. Si la parte real de los exponentes caracteŕısticos de la ecuación

periódica lineal

y′ = A(t)y

son negativas, entonces la solución x = 0 de la ecuación (2.25) es asintóticamente

estable.

Teorema 2.3 Consideremos la ecuación diferencial ordinaria definida en IRn

x′ = Ax+B(t)x+ f(t, x), (2.26)

donde t ≥ t0 y A es una matriz constante de orden n, B(t) es una matriz continua

de orden n tal que ĺımt→∞ ||B(t)|| = 0. La función f(t, x) es continua en (t, x) y es

Lipschitz-continua en una vecindad de x = 0. Mas aún tenemos que

ĺım
||x||→0

||f(t, x)||
||x||

= 0,

uniformemente en t. Si la matriz A posee al menos un valor propio con parte real

positiva, entonces la solución x = 0 de la ecuación (2.26) es inestable.

Nuevamente consideremos el sistema estándar para la utilización del Teorema del

promedio, es decir

x′ = εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε),

x(0) = x0.

Supongamos que las funciones F1, R satisfacen las hipótesis del Teorema 2.1 y

además, det(Dxf(p)) 6= 0 para p una solución de equilibrio de la función prome-

dio (2.7).

Teorema 2.4 (Estabilidad) Sea φ(t, ε) la familia de soluciones periódicas obteni-

das en el Teorema 2.1. Si todos los valores propios de la matriz Dxf(p) posee parte

real negativa, la solución periódica φ(t, ε) asociada a p es asintóticamente estable

para ε suficientemente pequeño. De la misma forma si al menos un valor propio

posee parte real positiva entonces la solución φ(t, ε) es inestable.
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Demostración. Considerando x = z + φ(t, ε), obtenemos las relaciones

z′ + φ′(t, ε) =εF1(t, z + φ(t, ε)) + ε2R(t, z + φ(t, ε), ε)

=εF1(t, φ(t, ε)) + ε
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))z + ε2R(t, φ(t, ε), ε)

+ ε2∂R

∂z
(t, φ(t, ε), ε)z +O(z2),

dado que φ′(t, ε) = εF1(t, z + φ(t, ε)) + ε2R(t, z + φ(t, ε), ε), entonces

z′ = ε
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))z + ε2R(t, φ(t, ε), ε) +O(z2).

Omitiendo los términos no lineales y renombrando nuevamente x como la variable

dependiente, se obtiene la ecuación lineal con coeficientes T-periódicos es

x′ = εA(t, ε)x, (2.27)

donde A(t, ε) =
∂

∂x
[F1(t, x) + εR(t, x, ε)]x=φ(t,ε). Introducimos la matriz T-periódica

B(t) =
∂F1

∂x
(t, p). Por el Teorema 2.1 dado que φ(t, ε) → p cuando ε → 0 entonces

ĺımε→0A(t, ε) = B(t). Definamos las matrices

B◦ =

∫ T

0

B(t)dt , C(t) =

∫ T

0

[B(t)−B◦]ds.

Notemos que B◦ =

∫ T

0

∂F1

∂x
(s, z)ds =

∂

∂x

∫ T

0

F1(s, z)ds, de esta forma B◦ es la

matriz de linealización de la ecuación promediada (2.7), además C(t) es T-periódica.

Consideremos la transformación x→ y por medio de la igualdad

y = (I − εC(t))x. (2.28)

Derivando (2.28) y considerando (2.27) se sigue que

y′ =− εC ′(t)x+ (I − εC(t))x′

= −εB(t)x+ εB◦x+ (I − εC(t))εA(t, ε)x

= [εB◦ + ε(A(t, ε)−B(t))− C2C(t)A(t, ε)](I − εC(t))−1y. (2.29)

Por la equivalencia (I − εC(t))−1 = I + εC(t) +O(ε2) tenemos que, (2.29) se trans-

forma en

y′ = εB◦y + ε(A(t, ε)−B(t))y + ε2M(t, ε)y, (2.30)
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donde M(t, ε) = [B◦+(A(t, ε)−B(t))−εC(t)A(t, ε)][C(t)+εI] es T-periódica y aco-

tada. Definamos la función continua K(t, ε) = A(t, ε)−B(t) donde K(t, ε)→ 0 cuan-

do ε → 0. En efecto, dado que φ(t, ε) → p cuando ε → 0 se tiene ĺımε→0K(t, ε) =

ĺımε→0A(t, ε) − B(t) =
∂F1

∂x
(t, p) − B(t) = 0. De acuerdo a lo anterior el sistema

(2.30) se transforma en

y′ = ε[B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε)]y. (2.31)

De la teoŕıa de Floquet (ver [6], cap 2 sección 4), dado que los multiplicadores

caracteŕısticos son determinados de forma única, podemos seleccionar los exponentes

de Floquet de tal forma que coincidan con los valores propios de la matriz B◦.

Formalmente, supongamos que αj para j = 1, 2, ..., n son los valores propios de la

matriz A(t, ε), entonces los exponentes caracteŕısticos de la ecuación (2.30), λj(ε)

para j = 1, 2, ..., n pueden ser considerados como funciones continuas tales que

λj(0) = αj. De esta forma, si Re(αj) < 0 (respectivamente Re(αj) > 0), entonces

existe ε0 > 0 tal que Re(λj(ε)) < 0 (respectivamente Re(λj(ε)) > 0) para todo |ε| ≤
ε0. Ahora podemos aplicar el Teorema 1.1 , suponiendo que Re(λj) < 0, entonces la

solución trivial y = 0 de (2.30) es asintóticamente estable, pero esta solución trivial

corresponde a x = φ(t, ε), por lo que deducimos que para ε suficientemente pequeño,

φ(t, ε) es asintóticamente estable.

De acuerdo a la Teoŕıa de Floquet, toda matriz fundamental Φ(t, ε) de la ecuación

(2.31) puede ser escrito como Φ(t, ε) = P (t, ε) · eεHt, donde los valores propios de

la matriz εH corresponde a los exponentes caracteŕısticos de la ecuación (2.30).

Transformando la variable y, de acuerdo a y = P (t, ε)v, se tiene que

ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)v = P ′(t, ε)v + P (t, ε)v′,

aśı,

v′ = P−1(t, ε)[ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)− P ′(t, ε]v.

Ahora, afirmamos que

P−1(t, ε)[ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)− P ′(t, ε)] = εH.

En efecto, dado que Φ(t, ε) = P (t, ε)eεHt, entonces

ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)eεHt = ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))Φ(t, ε) = Φ′(t, ε)
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aśı,

ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)eεHt = P ′(t, ε)eεHt + εHeεHt,

por lo tanto

ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε) = P ′(t, ε) + εHP (t, ε),

lo que implica que

εH = P−1(t, ε)[ε(B◦ +K(t, ε) + εM(t, ε))P (t, ε)− P ′(t, ε)].

Utilizando la afirmación anterior se tiene que, (2.30) se transforma en

v′ = εHv. (2.32)

Ahora podemos aplicar el Teorema 2.3, considerando que si Re(λj) > 0 para al

menos uno de los exponentes caracteŕısticos, entonces la solución trivial v = 0 de

(2.32) es inestable. La solución trivial v = 0 corresponde a la solución trivial y = 0

y esta corresponde a la solución x = φ(t, ε), por lo que podemos concluir que para ε

suficientemente pequeño, la solución periódica es inestable. Aśı hemos concluido la

demostración del Teorema 2.4 . 2

Observación 2.2 Note que en el ejemplo 2.1 se tiene
df

dr
(2) = 2π > 0, por el

Teorema 2.4 la solución 2π-periódica de la ecuación de Van der Pol es inestable.

2.1.4. Teorema de existencia de soluciones v́ıa promedio de

segundo orden

Consideremos el siguiente sistema diferencial

x′ = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε), (2.33)

con x ∈ D, dondeD es un subconjunto abierto de IRn, t ≥ 0 y F1, F2 : IR×D −→ IRn,

R : IR×D× (−ε0, ε0) −→ IRn son funciones de clase C2, T-periódicas en la primera

variable.

Asumimos que
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1. Las funciones F1(·, t), F2(·, t) ∈ C2(D), para todo t ∈ IR, F1, F2, DxF1 y DxF2

son localmente Lipschitz con respecto a x y R es diferenciable respecto a ε. Se

define f1, f2 : D −→ IRn como

f1(z) =

∫ T

0

F1(s, z)ds,

f2(z) =

∫ T

0

[
DzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt+ F2(t, z)

]
ds (2.34)

2. Para V ⊆ D un subconjunto abierto, acotado y para cada ε ∈ (−ε0, ε0)−{0},
existe p ∈ V tal que f1(p) + εf2(p) = 0 y detDx(f1 + εf2)(p) 6= 0, donde

Dx(f1 + εf2) corresponde a la matriz Jacobiana de f1 + εf2.

Teorema 2.5 (Existencia) Supongamos que las hipótesis anteriores se satisfacen.

Entonces, para |ε| > 0 suficientemente pequeño, existe una solución T -periódica,

ϕ(t, ε) del sistema (2.33) tal que ϕ(0, ε)→ p cuando ε→ 0.

Demostración. Sea U ⊂ V una vecindad de p tal que f1(p) + εf2(p) 6= 0 para

p ∈ U , es decir, p es una solución aislada de f1(p) + εf2(p) = 0.

Sabemos que existe ε0 > 0 tal que si ε ∈ [−ε0, ε0] se puede definir una solución única

de (2.33) sobre [0, T ], además existe un compacto K ⊂ D tal que x(t, z, ε) ∈ K para

t ∈ [0, T ], z ∈ V y ε ∈ [−ε0, ε0].

Por otra parte, por la continuidad de las funciones F1, F2, R considerando la condi-

ción inicial x(0, z, ε) = z se tiene que

x(t, z, ε) =z + ε

∫ t

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2

∫ t

0

F2(s, x(s, z, ε))ds

+ ε3

∫ t

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds. (2.35)

Debido a que f(t, x, ε) = εF1(t, x)+ε2F2(t, x)+ε3R(t, x, ε) es diferenciable respecto

a ε, ε ∈ [−ε0, ε0], se tiene tambien que la solución x(t, z, ε) es diferenciable respecto

a ε. De esta forma

Dεx(t, z, ε) =

∫ t

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+O(ε) +O(ε2),

y luego

Dεx(t, z, 0) =

∫ t

0

F1(s, z)ds.
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Definamos la función auxiliar h(ε) = F1(s, x(s, z, ε)) de clase C1 respecto a ε.

Utilizando el desarrollo de Taylor de h alrededor de ε = 0 se tiene

h(ε) = h(0) + h′(0)ε+O(ε2),

F1(t, x(t, z, ε)) = F1(t, z) +
∂

∂x
F1(t, z) ·

∫ t

0

F1(s, z)ds+O(ε2),

donde O(ε2)
ε
→ 0, cuando ε → 0. Dado que h(0) = F1(s, z) y h′(0) = DzF1(s, z) ·∫ t

0

F1(s, z)ds se sigue que

F1(s, x(s, z, ε)) = F1(s, z) + εDzF1(s, z) ·
∫ t

0

F1(s, z)ds. (2.36)

Como x(t, z, ε) está contenida en un compacto K y F1, F2, R son localmente Lips-

chitz, entonces para t ∈ [0, T ] y ε ∈ [−ε0, ε0]

x(t, z, ε) = z +

∫ t

0

F1(s, z)ds+O(ε2). (2.37)

Considerando (2.37) por ser F2 localmente lipschitz en la segunda coordenada se

tiene que

||F2(t, x(t, z, ε))− F2(t, z)|| ≤ Lk||x(t, z, ε)− z||

≤ Lk||
∫ t

0

F1(s, z)ds+O(ε2)||

≤ εLkO(1),

donde Lk es la constante de Lipschitz. De esta forma podemos expresar

F2(t, x(t, z, ε)) = F2(t, z) +O(ε). (2.38)

Definamos la función de periodicidad

f0(z, ε) = ε

∫ T

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2

∫ T

0

F2(s, x(s, z, ε)) + ε3

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds.

(2.39)
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A partir de (2.36) y (2.38) podemos redefinir (2.39) como

f0(z, ε) = ε

∫ T

0

[F1(s, z) + εDzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt]ds+ ε2

∫ T

0

[F2(t, z) +O(ε)]ds

+ ε3

∫ T

0

R(s, x(s, z, ε))ds

= ε

∫ T

0

F1(s, z)ds+ ε2

∫ T

0

[DzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt]ds+ ε2

∫ T

0

F2(t, z)ds+O(ε3)

= ε

∫ T

0

F1(s, z)ds+ ε2

∫ T

0

[DzF1(s, z)

∫ s

0

F1(t, z)dt+ F2(s, z)]ds+O(ε3).

Por hipótesis se sigue que

f0(z, ε) = εf1(z) + ε2f2(z) +O(ε3).

Definimos la función auxiliar f0(z, ε) = f1(z) + εf2(z) + O(ε2). Debido a que las

soluciones de (2.33) son de clase C1 respecto a (z, ε) y como f1(p) + εf2(p) = 0 y

detDz(f1 + εf2)(p) 6= 0 entonces f0(p, 0) = 0 y detDzf 1(p, 0) 6= 0. Por el Teorema

de la función Impĺıcita existe una única función zε tal que

f 0(zε, ε) = 0 y zε(0) = p.

Luego para todo ε ∈ (−ε0, ε0)− {0} obtenemos

f 0(zε, ε) = 0⇒ f0(zε, ε) = 0.

Considerando (2.35) y (2.39) tenemos que x(T, zε, ε) = x(0, zε, ε), es decir, existe una

solución T-periódica ϕ(·, ε) = x(·, zε, ε) de (2.33) para ε suficientemente pequeño.

Por otro lado considerando (2.39) y tomando ĺımites tenemos

0 = ĺım
ε→0

f0(zε, ε),

= ĺım
ε→0

(x(T, zε, ε)− x(0, zε, ε)),

= ĺım
ε→0

x(T, zε, ε)− p.

Por lo tanto x(T, zε, ε)→ p cuando ε→ 0. Aśı queda demostrado el Teorema. 2

Observación 2.3 Si la función f1 no es idénticamente nulo, entonces los ceros f1 +

εf2 corresponden a los ceros de f1 para ε suficientemente pequeño, en este caso nos
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encontramos en el Teorema del promedio de primer orden. En caso contrario si f1 es

idénticamente nulo, y f2 no lo es, entonces los ceros de f1 + εf2 corresponden a los

ceros de f2, en este caso nos encontramos en el Teorema del promedio de segundo

orden.

2.1.5. Estabilidad de soluciones periódicas para promedio

de segundo orden

Consideremos el sistema

x′ = εF1(t, x) + ε2F2(t, x) + ε3R(t, x, ε).

Asumamos que las hipótesis del Teorema del promedio de segundo orden se satis-

facen y además detDx(f1 + εf2)(p) 6= 0, donde p satisface que f1(p) + εf2(p) = 0

para f1 y f2 definidas en (2.34).

Teorema 2.6 (Estabilidad) Si todos los autovalores de la matriz Dx(f1 + εf2)(p)

posee parte real negativa, entonces para ε suficientemente pequeño la solución φ(t, ε)

asociada a p es asintóticamente estable. De la misma forma si al menos existe un

valor propio de la matriz Dx(f1 + εf2)(p) posee parte real positiva, entonces para ε

suficientemente pequeño la solución φ(t, ε) asociada a p es inestable.

Demostración. Sea φ(t, ε) la solución T-periódica del sistema (2.33) asociada a p.

Considerando x = z + φ(t, ε), tenemos

z′ + φ′(t, ε) =εF1(t, z + φ(t, ε)) + ε2F2(t, z + φ(t, ε)) + ε3R(t, z + φ(t, ε), ε)

=εF1(t, φ(t, ε)) + ε
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))z + ε2F2(t, φ(t, ε)) + ε2∂F2

∂z
(t, φ(t, ε))z

+ ε3R(t, φ(t, ε)) + ε3∂R

∂z
(t, φ(t, ε))z +O(z2).

Dado que φ(t, ε) es solución del sistema (2.33), tenemos

z′ =ε
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))z + ε2∂F2

∂z
(t, φ(t, ε))z + ε3∂R

∂z
(t, φ(t, ε))z +O(z2),

=ε
∂F1

∂z
(t, p)z + ε

[
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))− ∂F1

∂z
(t, p)

]
z + ε2∂F2

∂z
(t, p)

+ ε

[
∂F2

∂z
(t, φ(t, ε))− ∂F2

∂z
(t, p)

]
z + ε3∂R

∂z
(t, φ(t, ε))z +O(z2). (2.40)



42

Definiendo

K(t, ε) =
∂F1

∂z
(t, φ(t, ε))− ∂F1

∂z
(t, p) , M(t, ε) =

∂F2

∂z
(t, φ(t, ε))− ∂F2

∂z
(t, p),

tenemos que (2.36) se transforma en

z′ = ε

[
∂F1

∂z
(t, p) + ε

∂F2

∂z
(t, p) +K(t, ε) + εM(t, ε) + ε2∂R

∂z
(t, φ(t, ε)

]
z +O(z2).

Dado que φ(t, ε) → p cuando ε → 0 se tiene que ĺım
ε→0

K(t, ε) = 0. Consideremos la

parte lineal de la ecuación (2.40)

z
′
= ε

[
∂F

∂z
(t, p) + ε

∂F2

∂z
(t, p) +K(t, ε) +M(t, ε) + ε2∂R

∂z
(t, φ(t, ε)

]
z. (2.41)

Supongamos que αj para j = 1, 2, ..., n son los autovalores de la matriz
∂F1

∂z
(t, p) +

ε
∂F2

∂z
(t, p). Entonces los exponentes de Floquet de la ecuación (2.41) se pueden

definir como la función continua λ(ε), tal que λj(0) = αj para cada j. Si Re(αj) <

0 (respectivamente Re(αj) > 0), entonces existe ε0 > 0 tal que Re(λj(ε)) < 0

(respectivamente Re(λj(ε)) > 0) para todo |ε| ≤ ε0. Aplicando el Teorema 2.2, si

Re(λj) < 0, entonces la solución trivial z = 0 de (2.41) es asintóticamente estable,

pero esta solución trivial anterior corresponde a x = φ(t, ε), por lo que deducimos

que φ(t, ε) es asintóticamente estable.

Del Teorema 1.1, tenemos que toda matriz fundamental de la ecuación (2.41) se

puede escribir como Φ(t, ε) = P (t, ε)eεHt, donde los valores propios de la matriz εH

corresponde a los exponentes caracteŕısticos de la ecuación (2.41). Considerando el

cambio de variable z = P (t, ε)v, tenemos que la ecuación (2.40) se transforma en

v′ = ε2Hv +O(v2).

Aplicando el Teorema 2.3, considerando que si Re(λj) > 0 para al menos uno de los

exponentes caracteŕısticos, entonces la solución trivial v = 0 de (2.40) es inestable.

La solución trivial v = 0 corresponde a la solución trivial z = 0 y ésta corresponde

a la solución x = φ(t, ε), por lo que podemos concluir que la solución es inestable.

Aśı hemos concluido la demostración del teorema. 2
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Para concluir este caṕıtulo 2 presentamos dos ejemplos de sistemas hamiltonianos

donde la existencia de soluciones periódicas se obtiene a partir de la teoŕıa de prome-

dio de segundo orden. El primer ejemplo fue estudiado por Jiménez y Llibre en [39],

para un potencial polinomial de grado tres y el segundo fue estudiado por Carrasco,

D., Uribe M., Vidal C. en [13] para un potencial polinomial de grado cuatro.

Ejemplo 2.3 (El Hamiltoniano de Hénon-Heiles) Consideremos la función

Hamiltoniana Generalizada de Hénon-Heiles

H =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+Bxy2 +

1

3
Ax3, (2.42)

con B 6= 0, x, y, px, py ∈ IR. El sistema hamiltoniano Hénon-Heiles asociado a (2.42)

es

x′ = px,

y′ = py,

p′x = −x− (Ax2 +B y2),

p′y = −y − 2B xy, (2.43)

donde A,B son números reales, llamados parámetros del sistema. Por el Teorema

del promedio de segundo orden, el resultado principal es:

en cada nivel de enerǵıa positivo h > 0 bajo ciertas condiciones en los parámetros

A y B, el sistema (2.43) tiene al menos una dos ó tres órbitas periódicas.

El ejemplo siguiente es una generalización del sistema Hénon Heiles Generalizado

y que fue estudiado por Dante Carrasco, Marco Uribe y Claudio Vidal en [13].

Ejemplo 2.4 (Sistema Hamiltoniano con potencial de grado 4) Consideremos

la función polinomial

H(x, y, px, py) =
1

2
(σx2 + y2) +

1

2
(σp2

x + p2
y) + V3(x, y) + V4(x, y). (2.44)

donde σ = −1, 1 y V3, V4 son polinomios homogéneos de grado 3 y 4 de la forma

V3(x, y) =
A

3
x3 +Bxy2, V4(x, y) =

Λ

4
x3 +

m

2
x2y2 +

λ

2
y4.
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El sistema hamiltoniano asociado a (2.45) es

x′ = px,

y′ = py,

p′x = −x− Ax2 −By2 −mxy2 − x3Λ,

p′y = −y − 2Bxy −mx2y − y3λ, (2.45)

donde A,B,Λ,m, λ son parámetros reales del sistema. Por el teorema del promedio

de segundo orden, se tiene que en cada nivel de enerǵıa positivo h > 0 bajo ciertas

condiciones en los parámetros el sistema (2.45) tiene al menos una, dos ó tres familias

de órbitas periódicas.



Caṕıtulo 3

Sistemas Hamiltonianos con dos

grados de libertad y potencial de

grado cinco

En este caṕıtulo consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados de li-

bertad y con función potencial polinomial de grado cinco. Como ya fue definido en

el Caṕıtulo 1 un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad es un sistema

diferencial de la forma :

ẋ =
∂H

∂px
, ṗx = −∂H

∂x
,

ẏ =
∂H

∂py
, ṗy = −∂H

∂y
, (3.1)

donde H : IR4 → IR es la función Hamiltoniana de (3.1), x, y son las coordenadas

generalizadas y px, py son los momentos conjugados. Escribiremos para este tipo de

sistema la forma estándar que nos permita utilizar la teoŕıa del promedio, luego reali-

zamos un estudio sobre los grados del potencial para responder a la pregunta ¿Que

combinación en los términos homogéneos del potencial dan lugar a la utilización del

método del promedio de primer orden y que combinación requiere utilizar el método

del promedio de segundo orden?

45
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3.1. Sistema hamiltoniano con potencial de grado

cinco

Consideremos la función polinomial H dado por

H =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ V3(x, y) + V4(x, y) + V5(x, y), (3.2)

donde x, y, px, py ∈ IR y Vi(x, y), i = 3, 4, 5 son polinomios homogéneos de grados 3,

4 y 5 respectivamente. El sistema diferencial hamiltoniano asociado a (3.2) es:

ẋ = px,

ẏ = py,

ṗx = −x− ∂V3(x, y)

∂x
− ∂V4(x, y)

∂x
− ∂V5(x, y)

∂x
,

ṗy = −y − ∂V3(x, y)

∂y
− ∂V4(x, y)

∂y
− ∂V5(x, y)

∂y
. (3.3)

El punto en el sistema (3.3) denota la derivada con respecto a la variable inde-

pendiente t. Con el propósito de utilizar el método del promedio, introduzcamos

un pequeño parámetro real positivo ε en el sistema (3.3) a través del cambio de

coordenadas (x, y, px, py) por (X, Y, pX , pY ) donde x = εX, y = εY, px = εpX , y

py = εpY . El sistema (3.3) se transforma en

Ẋ = pX ,

Ẏ = pY ,

˙pX = −X − ε ∂V3(X, Y )

∂X
− ε2 ∂V4(X, Y )

∂X
− ε3 ∂V5(X, Y )

∂X
,

ṗY = −Y − ε ∂V3(X, Y )

∂Y
− ε2 ∂V4(X, Y )

∂Y
− ε3 ∂V5(X, Y )

∂Y
. (3.4)

Este sistema nuevamente es Hamiltoniano con función Hamiltoniana

K =
1

2

(
X2 + Y 2

)
+

1

2

(
p2
X + p2

Y

)
+ εV3(X, Y ) + ε2V4(X, Y ) + ε3V5(X, Y ), (3.5)

donde K = ε−2H.

Observe que el sistema (3.3) y el sistema transformado (3.4) son topológicamente

equivalentes, es decir, tienen el mismo retrato de fase para ε > 0 fijo. Además para ε

suficientemente pequeño el sistema hamiltoniano (3.4) es integrable. La periodicidad
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del sistema hamiltoniano es un requisito básico para utilizar el método del promedio.

Introduzcamos ahora el cambio de variable (X, Y, pX , pY )→ (r, θ, ρ, α) ∈ IR+×S1×
IR+ × S1 dado por

X = r cos θ, Y = ρ cos(θ + α), pX = r sin θ, pY = ρ sin(θ + α), (3.6)

donde r > 0 y ρ > 0. La integral primera en las nuevas coordenadas para cada valor

fijo h de K, es

h =
1

2

(
r2 + ρ2

)
+ εV3(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε2V4(r cos θ, ρ cos(θ + α))

+ ε3V5(r cos θ, ρ cos(θ + α)). (3.7)

Derivando (3.6) y usando las expresiones dadas en (3.4) se tiene

ṙ =− ε sin θ
∂V3(X,Y )

∂X
− ε2 sin θ

∂V4(X,Y )

∂X
− ε3 sin θ

∂V5(X,Y )

∂X
,

θ̇ =− 1− εcos θ

r

∂V3(X,Y )

∂X
− ε2 cos θ

r

∂V4(X,Y )

∂X
− ε3 cos θ

r

∂V5(X,Y )

∂X
,

ρ̇ =− ε sin(θ + α)
∂V3(X,Y )

∂Y
− ε2 sin(θ + α)

∂V4(X,Y )

∂Y
− ε3 sin(θ + α)

∂V5(X,Y )

∂Y
,

α̇ =ε

(
cos θ

r

∂V3(X,Y )

∂X
− cos(θ + α)

ρ

∂V3(X,Y )

∂Y

)
+ ε2

(cos θ

r

∂V4(X,Y )

∂X

− cos(θ + α)

ρ

∂V4(X,Y )

∂Y

)
+ ε3

(
cos θ

r

∂V5(X,Y )

∂X
− cos(θ + α)

ρ

∂V5(X,Y )

∂Y

)
, (3.8)

donde las derivadas parciales de los polinomios V3, V4 y V5 son evaluadas en el punto

de coordenadas (r cos θ, ρ cos(θ + α)). Además note que

∂Vk
∂r

= cos θ
∂Vk
∂X

∂Vk
∂θ

= −r sin θ
∂Vk
∂X
− ρ sin(θ + α)

∂Vk
∂Y

∂Vk
∂ρ

= cos(θ + α)
∂Vk
∂Y

∂Vk
∂α

= −ρ sin(θ + α)
∂Vk
∂Y

, (3.9)
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para k = 3, 4, 5. Por lo tanto (3.8) se reescribe como:

ṙ = ε
1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
+ ε2 1

r

(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)
+ ε3 1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
,

θ̇ = −1− ε1

r

∂V3

∂r
− ε2 1

r

∂V4

∂r
− ε3 1

r

∂V5

∂r
,

ρ̇ = ε
1

ρ

∂V3

∂α
+ ε2 1

ρ

∂V4

∂α
+ ε3 1

ρ

∂V5

∂α
,

α̇ = ε

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+ ε2

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)
+ ε3

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
. (3.10)

A partir de ahora consideremos la variable θ como la variable independiente del

sistema en lugar de la variable t y obtenemos

dr

dθ
= −

ε

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
+ ε2

(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)
+ ε3

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
r + ε

∂V3

∂r
+ ε2

∂V4

∂r
+ ε3

∂V5

∂r

. (3.11)

Con el fin de escribir la parte derecha de la ecuación (3.11) en su desarrollo de Taylor

alrededor de ε = 0, consideremos la función auxiliar

f(ε) =
1

1 + a1ε+ a2ε2 + a3ε3
,

donde a1 =
1

r

∂V3

∂r
, a2 =

1

r

∂V4

∂r
, a3 =

1

r

∂V5

∂r
, aśı

f(ε) =
1

1 + a1ε+ a2ε2 + a3ε3
= 1− a1ε+ (a2

1 − a2)ε2 + (−a3
1 + 2a1a2 − a3)ε3 +O(ε4).

Por tanto

f(ε) =
1

1 +
1

r

∂V3

∂r
ε+

1

r

∂V4

∂r
ε2 +

1

r

∂V5

∂r
ε3

= 1− 1

r

∂V3

∂r
ε+

((
1

r

∂V3

∂r

)2

− 1

r

∂V4

∂r

)
ε2

+

(
2

r2

∂V3

∂r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)3

− 1

r

∂V5

∂r

)
ε3 +O(ε4).
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Luego

r′ =− 1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
ε+

1

r

(
1

r

∂V3

∂r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
−
(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

))
ε2+

1

r

[(
1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)

−
(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)]
ε3 +O(ε4).

De manera análoga, tenemos

dρ

dθ
= −

ε
1

ρ

∂V3

∂α
+ ε2 1

ρ

∂V4

∂α
+ ε3 1

ρ

∂V5

∂α

1 + ε
1

r

∂V3

∂r
+ ε2

1

r

∂V4

∂r
+ ε3

1

r

∂V5

∂r

.

Aśı

ρ′ =− 1

ρ

∂V3

∂r
ε+

(
1

rρ

∂V3

∂r

∂V3

∂α
− 1

ρ

∂V4

∂α

)
ε2+[(

1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)

1

ρ

∂V3

∂α
+

1

rρ

∂V3

∂r

∂V4

∂α
− 1

ρ

∂V5

∂α

]
ε3 +O(ε4).

También

dα

dθ
= −

ε

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+ ε2

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)
+ ε3

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
1 + ε

1

r

∂V3

∂r
+ ε2

1

r

∂V4

∂r
+ ε3

1

r

∂V5

∂r

,

luego

α′ =−
(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
ε+

[
1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
−
(

1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)]
ε2+[(

1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)

−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)]
ε3 +O(ε4).
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Aśı el nuevo sistema es:

r′ =− 1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
ε+

1

r

(
1

r

∂V3

∂r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
−
(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

))
ε2+

1

r

[(
1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)

−
(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)]
ε3 +O(ε4),

ρ′ =− 1

ρ

∂V3

∂r
ε+

(
1

rρ

∂V3

∂r

∂V3

∂α
− 1

ρ

∂V4

∂α

)
ε2 +

[(
1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)

1

ρ

∂V3

∂α

+
1

rρ

∂V3

∂r

∂V4

∂α
− 1

ρ

∂V5

∂α

]
ε3 +O(ε4),

α′ =−
(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
ε+

[
1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
−
(

1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)]
ε2+[(

1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)

−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)]
ε3 +O(ε4), (3.12)

donde la prima (′) significa la derivada con respecto a la variable θ. Para utilizar

el método del promedio, escribamos el desarrollo de series de Taylor la función ρ

respecto de la variable ε, aśı ρ es:

ρ(ε) = ρ(0) + ρ′(0)ε+
1

2
ρ′′(0)ε2 +O(ε3). (3.13)

De (3.7) para ε = 0 tenemos que

ρ(0) =
√

2h− r2. (3.14)

Derivando (3.7) con respecto a ε tenemos:

0 =ρ(0)ρ′(0) + V3(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε
∂V3

∂Y
ρ′(0) cos(θ + α)+

2εV4(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε2∂V4

∂Y
ρ′(0) cos(θ + α)+

3ε2V5(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε3∂V5

∂Y
ρ′(0) cos(θ + α),
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evaluando en ε = 0, resulta

ρ′(0) = −V3(r cos θ,
√

2h− r2 cos(θ + α))√
2h− r2

. (3.15)

Derivando una vez más (3.7) y evaluando en ε = 0 tenemos

ρ′′(0) =
2

(2h− r2)3/2

(
V4(r cos θ, ρ cos(θ+α))

(
r2 − 2h

)
−(V3(r cos θ, ρ cos(θ+α)))2

)
.

(3.16)

Aśı por (3.14), (3.15) y (3.16) la función ρ tiene la forma

ρ(ε) =
√

2h− r2 − V3(r cos θ, ρ cos(θ + α))√
2h− r2

ε+
1

2
ρ′′(0)ε2 +O(ε3). (3.17)

Como V3 depende de las variables (r, θ, ρ, α), el desarrollo de Taylor de V3 alrededor

de ε = 0 es

V3 = V3(0) +
∂V3(0)

∂ρ

∂ρ

∂ε︸︷︷︸
ρ′(0)

ε+
1

2

∂2V3(0)

∂ρ2

∂ρ

∂ε︸︷︷︸
ρ′(0)

ε2 +O(ε3).

Escribiendo el desarrollo de Taylor de las derivadas parciales de V3 respecto de las

variables r, θ, ρ y α alrededor de ε = 0 tenemos

∂V3

∂r
=
∂V3

∂r
+
∂2V3

∂r ∂ρ
ρ′(0)ε+

1

2!

∂3V3

∂r ∂ρ2
ρ′(0)ε2 +O(ε3),

∂V3

∂θ
=
∂V3

∂θ
+
∂2V3

∂θ ∂ρ
ρ′(0)ε+

1

2!

∂3V3

∂θ ∂ρ2
ρ′(0)ε2 +O(ε3),

∂V3

∂ρ
=
∂V3

∂ρ
+
∂2V3

∂ρ2
ρ′(0)ε+

1

2!

∂3V3

∂ρ3
ρ′(0)ε2 +O(ε3),

∂V3

∂α
=
∂V3

∂α
+

∂2V3

∂α ∂ρ
ρ′(0)ε+

1

2!

∂3V3

∂α ∂ρ2
ρ′(0)ε2 +O(ε3).

La función
1

ρ(ε)
en desarrollo de Taylor alrededor de ε = 0 es

1

ρ(ε)
=

1

ρ(0)
− ρ′(0)

ρ2(0)
ε+

[
ρ′2(0)

ρ3(0)
− ρ′′(0)

2ρ2(0)

]
ε2 +O(ε3).

Aśı

1

ρ(ε)

∂V3

∂ρ
=

1

ρ(0)

∂V3

∂ρ
+

[
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

]
ε+

[
ρ′(0)

2 ρ(0)

∂3V3

∂ρ3

− ρ′(0)2

ρ2(0)

∂2V3

∂ρ2
+
∂V3

∂ρ

(
ρ′2(0)

ρ3(0)
− ρ′′(0)

2ρ′2(0)

)]
ε2 +O(ε3).
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Por otro lado

1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
=

1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
+
ρ′(0)

r

(
∂2V3

∂ρ∂θ
− ∂2V3

∂ρ∂α

)
ε

+
1

2

ρ′(0)

r

(
∂3V3

∂ρ2 ∂θ
− ∂3V3

∂ρ2∂α

)
ε2,

y

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ(ε)

∂V3

∂ρ

)
=

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ(0)

∂V3

∂ρ

)
+

[
ρ′(0)

r

∂2V3

∂ρ ∂r
−

(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2

− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

)]
ε+

[
1

2

ρ′(0)

r

∂3V3

∂ρ2 ∂r
−

(
ρ′(0)

2 ρ(0)

∂3V3

∂ρ3

− ρ′2(0)

ρ2(0)

∂2V3

∂ρ2
+
∂V3

∂ρ

(
ρ′2(0)

ρ3
− ρ′′(0)

2ρ′2(0)

))]
ε2.

Entonces sustituyendo estos desarrollos en la ecuación (3.12), obtenemos las dos

ecuaciones diferenciales siguientes

r′ = −1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
ε+

1

r

[
1

r

∂V3

∂r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
− ρ′(0)

(
∂2V3

∂ρ ∂θ
− ∂2V3

∂ρ ∂α

)

−
(∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)]
ε2 +

1

r

[
ρ′(0)

((
∂2V3

∂ρ ∂θ
− ∂2V3

∂ρ ∂α

)
− 1

2

(
∂3V3

∂ρ2 ∂θ
− ∂3V3

∂ρ2 ∂α

))

+
1

r

∂V3

∂r

(∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)
−
(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)]
ε3 +O(ε4),

α′ = −1

r

(
∂V3

∂r
− r

ρ(0)

∂V3

∂ρ

)
ε

+

[
− ρ′(0)

r

∂2V3

∂ρ ∂r
+

(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
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−
(

1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)]
ε2 +

[
1

r

∂V3

∂r

(
ρ′(0)

r

∂2V3

∂ρ ∂r
−
[
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

])

−

(
1

2

∂3V3

∂ρ2 ∂r
ρ′(0)−

((
1

2

ρ′(0)

ρ(0)
− ρ′2(0)

ρ2(0)

)
∂3V3

∂ρ3
+

(
ρ′2(0)

ρ3(0)
− ρ′′(0)

2ρ2(0)

)
∂V3

∂ρ

))

+

(
1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)

−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)]
ε3 +O(ε4). (3.18)

El sistema (3.18) ahora está en la forma estándar que permite utilizar el método del

promedio, es decir, el sistema (3.18) tiene la forma

r′ = F11ε+ F21ε
2 + F31ε

3 +O(ε4),

α′ = F12ε+ F22ε
2 + F32ε

3 +O(ε4), (3.19)

que en su forma matricial es

(
r′

α′

)
=

(
F21

F22

)
︸ ︷︷ ︸

F1

ε+

(
F21

F22

)
︸ ︷︷ ︸

F2

ε2 +

(
F31

F32

)
︸ ︷︷ ︸

F3

ε3 +O(ε4),

donde las funciones F1 = (F11, F12), F2 = (F21, F22) y F3 = (F31, F32) son

F11 = −1

r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
,

F12 = −1

r

(
∂V3

∂r
− r

ρ(0)

∂V3

∂ρ

)
,

F21 =
1

r

[
1

r

∂V3

∂r

(
∂V3

∂θ
− ∂V3

∂α

)
− ρ′(0)

(
∂2V3

∂ρ∂θ
− ∂2V3

∂ρ∂α

)
−
(
∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)]
,
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F22 =

[
1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
−
(
ρ′(0)

r

∂2V3

∂ρ ∂r
−
(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

))

−
(

1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)]
,

F31 =
1

r

[
ρ′(0)

((
∂2V3

∂ρ ∂θ
− ∂2V3

∂ρ ∂α

)
− 1

2

(
∂3V3

∂ρ2 ∂θ
− ∂3V3

∂ρ2 ∂α

))
+

1

r

∂V3

∂r

(∂V4

∂θ
− ∂V4

∂α

)

−
(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)]
,

F32 =

[
1

r

∂V3

∂r

(
ρ′(0)

r

∂2V3

∂ρ ∂r
−
[
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V3

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V3

∂ρ

])

−

(
1

2

∂3V3

∂ρ2 ∂r
ρ′(0)−

((
1

2

ρ′(0)

ρ(0)
− ρ′2(0)

ρ2(0)

)
∂3V3

∂ρ3
+

(
ρ′2(0)

ρ3(0)
− ρ′′(0)

2ρ2(0)

)
∂V3

∂ρ

))

+

(
1

r

∂V4

∂r
−
(

1

r

∂V3

∂r

)2
)(

1

r

∂V3

∂r
− 1

ρ

∂V3

∂ρ

)
+

1

r

∂V3

∂r

(
1

r

∂V4

∂r
− 1

ρ

∂V4

∂ρ

)

−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)]
. (3.20)

La función promedio asociada a (3.18) viene dada por (f1 + εf2) donde

f1(r, α) :=(f11, f12) =
1

2π

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ,

y

f2(r, α) :=(f21, f22)

=
1

2π

∫ 2π

0

[
Dr,αF1(θ, α, r)dθ

∫ θ

0

F1(t, r, α)dt+ F2(θ, α, r)

]
dθ,

con Dr,αF1(θ, α, r) la matriz Jacobiana de F1 definida como:

Dr,αF1(θ, α, r) =


∂F11

∂r

∂F11

∂α
∂F12

∂r

∂F12

∂α

 .
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Observación 3.1 Si la función f1 no es idénticamente nula, entonces los ceros

f1 + εf2 corresponden a los ceros de f1 para ε suficientemente pequeño, en este

caso las soluciones periódicas del sistema (3.3) son obtenidas a través del promedio

de primer orden. Si la función f1 es idénticamente nula, y f2 no lo es, entonces los

ceros de f1 +εf2 corresponden a los ceros de f2, en este caso las soluciones periódicas

del sistema (3.3) son obtenidas a través del promedio de segundo orden.

En [27] se estudian sistemas diferenciales donde se considera el método del promedio

de orden mayor a dos.

3.2. Promedio de primer y segundo orden

En esta sección consideramos nuevamente el sistemas hamiltoniano asociado a la

función hamiltoniana dada en (3.2). Se consideran varios casos donde la combinación

en el grado del potencial puede determinar la utilización del método del promedio

de primer o segundo orden.

Proposición 1 Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3 con a, b, c parámetros reales, V4 ≡ 0

y V5 ≡ 0, la función hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V3(x, y). (3.21)

Entonces el método del promedio de segundo orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.21).

Demostración. Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3, entonces el sistema diferencial

asociado a (3.21) en su forma estándar es

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3),

donde

F11 = sin(θ)
(
3ar2 cos2(θ) + b

(
2h− r2

)
cos2(α + θ)

)
,

F12 =− 3 cos3(θ)ar +
1

r
b
(
3r2 − 2h

)
cos(θ) cos2(α + θ) + 3c

√
2h− r2 cos3(α + θ).
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En este caso la función promedio asociado a (3.21) es f1 + εf2 donde

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0),

y f2(r, α) = (f21, f22) con

f21 =
1

4
b sin(α)

(
2h− r2

) (
5c
√

2h− r2 − 2r(a− 2b) cos(α)
)
,

f22 =
1

12

(
45a2r2 + 6b

(
(a− 2b) cos(2α)

(
r2 − h

)
+

1

r
√

2h− r2
5c cos(α)(2h2

− 5hr2 + 2r4)
)

+ 36ab
(
h− r2

)
+ b2

(
−
(
2h+ 3r2

))
+ 45c2

(
r2 − 2h

) )
.

Observe que el método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f1 es

idénticamente nulo, por tanto las soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio

de segundo orden. 2

Proposición 2 Si V3 ≡ 0, V4(x, y) = ax4 +bx2y2 +cy4, con a, b, c, parámetros reales

y V5 ≡ 0, la función Hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V4(x, y). (3.22)

Entonces el método del promedio de primer orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.22).

Demostración. Si V4(x, y) = ax4 + bx2y2 + cy4, entonces el sistema diferencial

asociado a (3.22) en su forma estándar es

ṙ = F21ε
2 +O(ε3),

α̇ = F22ε
2 +O(ε3),

haciendo una reescalación en el parámetro ε, se tiene

r′ = F21ε+O(ε2),

α′ = F22ε+O(ε2),

donde r′ = ε−1ṙ. En este caso la función promedio f1 asociada a (3.22) es no nula,

pues

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F21, F22)dθ =
(1

4
br sin(2α)

(
r2 − 2h

)
,

1

2

(
−3r2(a+ c) + b cos(2α)

(
r2 − h

)
+ 2b

(
r2 − h

)
+ 6ch

) )
.
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Por tanto las soluciónes periódicas son obtenidas v́ıa promedio de primer orden.

Para más detalles ver E. Lacomba y Llibre J. en [16]. 2

Proposición 3 Si V3 ≡ 0 y V4 ≡ 0, V5(x, y) = a x5 + bx3y2 + cxy4 con a, b, c,

parámetros reales, la función hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V5(x, y). (3.23)

Entonces el método del promedio de segundo orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.23).

Demostración. Si V5(x, y) = a x5 + bx3y2 + cxy4, entonces el sistema diferencial

(3.18) en su forma estandar es

ṙ = F31ε
3 +O(ε4),

α̇ = F32ε
3 +O(ε4),

haciendo una reescalación en el parámetro ε, se tiene

r′ = F31ε+ F41ε
2 +O(ε3),

α′ = F32ε+ F42ε
2 +O(ε3), (3.24)

donde r′ = ε−2ṙ, y

F31 = sin(θ)
(

5ar4 cos4(θ)− 3br2
(
r2 − 2h

)
cos2(θ) cos2(α + θ)

+ c
(
r2 − 2h

)2
cos4(α + θ)

)
,

F32 =− 5ar3 cos5(θ) + br
(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)

+
1

r
c
(
−4h2 + 12hr2 − 5r4

)
cos(θ) cos4(α + θ).

Observe que la función promedio asociado a (3.23) es f1 +εf2 donde f1 es nula, pues

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F31, F32)dθ = (0, 0),

y f2(r, α) 6= 0. Por tanto el promedio de primer orden no se puede aplicar, luego las

soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio de segundo orden. Los detalles de

este cálculo pueden ser vistos en el caṕıtulo 4 de esta tesis. 2



58

Observación 3.2 El sistema diferencial (3.19) generaliza el sistema (3.24), es decir

el sistema (3.19) contiene al sistema hamiltoniano estudiado por Alberto Castro

Ortega en [2].

Proposición 4 Si V3(x, y) = ax3 +bxy2 +cy3, V4(x, y) = dx4 +ex2y2 +fy4 y V5 ≡ 0

con a, b, c, d, e, f , parámetros reales, la función Hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V3(x, y) + V4(x, y). (3.25)

Entonces el método del promedio de segundo orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.25).

Demostración. Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3, y V4(x, y) = dx4 + ex2y2 + fy4,

entonces el sistema diferencial asociado a (3.25) en su forma estándar es

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3),

donde

F11 = sin(θ)
(
3ar2 cos2(θ) + b

(
2h− r2

)
cos2(α + θ)

)
,

F12 =− 3 cos3(θ)ar +
1

r
b
(
3r2 − 2h

)
cos(θ) cos2(α + θ) + 3c

√
2h− r2 cos3(α + θ).

En este caso la función promedio asociado a (3.25) es f1 + εf2 donde

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0).

y f2(r, α) = (f21, f22) con

f21 =
1

4
sin(α)

(
2h− r2

) (
5bc
√

2h− r2 − 2r cos(α)(b(a− 2b) + e)
)
,

f22 =
1

12

(
− 3r2

(
−15a2 + 12ab+ b2 − 15c2 + 6d− 4e+ 6f

)
− 2h(−18ab+ b2 + 45c2

+ 6e− 18f) + 6 cos(2α)
(
r2 − h

)
(b(a− 2b) + e) +

1

r
√

2h− r2
30bc cos(α)(

2h2 − 5hr2 + 2r4
) )
.

Note que f1 ≡ 0. Por tanto el método del promedio de primer orden no se puede

aplicar, luego las soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio de segundo

orden. 2
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Proposición 5 Si V3 = 0, V4(x, y) = ax4 + bx2y2 + cy4, y V5(x, y) = d x5 + ex3y2 +

fxy4 con a, b, c, d, e, f , parámetros reales, la función Hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V4(x, y) + V5(x, y). (3.26)

Entonces el método del promedio de primer orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.26).

Demostración. Si V4(x, y) = ax4 + bx2y2 + cy4, y V5(x, y) = d x5 + ex3y2 + fxy4,

el sistema diferencial (3.18) en su forma estándar es

ṙ = F21ε
2 + F31ε

3 +O(ε4),

α̇ = F22ε
2 + F32ε

3 +O(ε4),

haciendo una reescalación en el parámetro ε, se tiene

r′ = F21ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F22ε+ F22ε
2 +O(ε3),

donde r′ = ε−1ṙ, y

F21 = 2r sin(θ) cos(θ)
(
2ar2 cos2(θ) + b

(
2h− r2

)
cos2(α + θ)

)
,

F22 = −4
(
ar2 cos4(θ) + b

(
h− r2

)
cos2(θ) cos2(α + θ) + c

(
r2 − 2h

)
cos4(α + θ)

)
.

Observe que la función promedio f1 asociado a (3.26) es no nula, pues

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F21, F22)dθ = (0, 0).

Por tanto las soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio de primer orden

como en la proposición 2 ya que las soluciones obtenidas del sistema hamiltoniano

asociado a (3.26) sólo dependen de los parámetros a, b, c. 2

Proposición 6 Si V3(x, y) = ax3+bxy2+cy3, V4 = 0 y V5(x, y) = d x5+ex3y2+fxy4,

con a, b, c, d, e, f , parámetros reales, la función hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V3(x, y) + V5(x, y). (3.27)

Entonces el método del promedio de segundo orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.27).
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Demostración. Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3 y V5(x, y) = d x5 + ex3y2 + fxy4, el

sistema diferencial (3.27) en su forma estándar es

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3),

donde

F11 = sin(θ)
(
3ar2 cos2(θ) + b

(
2h− r2

)
cos2(α + θ)

)
,

F12 =− 3 cos3(θ)ar +
1

r
b
(
3r2 − 2h

)
cos(θ) cos2(α + θ) + 3c

√
2h− r2 cos3(α + θ).

En este caso la función promedio asociado a (3.27) es f1 + εf2 donde

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0).

y f2(r, α) = (f21, f22) con

f21 =
1

4
b sin(α)

(
2h− r2

) (
5c
√

2h− r2 − 2r(a− 2b) cos(α)
)
,

f22 =
1

12

(
45a2r2 + 6b

(
(a− 2b) cos(2α)

(
r2 − h

)
+

1

r
√

2h− r2
5c cos(α)(2h2

− 5hr2 + 2r4)
)

+ 36ab
(
h− r2

)
+ b2

(
−
(
2h+ 3r2

))
+ 45c2

(
r2 − 2h

) )
.

Observe que el método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f1 es

idénticamente nulo, por tanto las soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio

de segundo orden. 2

Proposición 7 Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3, V4(x, y) = dx4 + ex2y2 + fy4, y

V5(x, y) = g x5+kx3y2+mxy4, con a, b, c, d, e, f, g, k,m, parámetros reales, la función

Hamiltoniana es dada por

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + V3(x, y) + V4(x, y) + V5(x, y). (3.28)

Entonces el método del promedio de segundo orden da información sobre soluciones

periódicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.28).

Demostración. Si V3(x, y) = ax3 + bxy2 + cy3, V4(x, y) = dx4 + ex2y2 + fy4, y

V5(x, y) = g x5 + kx3y2 +mxy4, el sistema diferencial (3.18) en su forma estandar es

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3),
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donde

F11 = sin(θ)
(
3ar2 cos2(θ) + b

(
2h− r2

)
cos2(α + θ)

)
,

F12 =− 3 cos3(θ)ar +
1

r
b
(
3r2 − 2h

)
cos(θ) cos2(α + θ) + 3c

√
2h− r2 cos3(α + θ).

Note que la función promedio asociado a (3.27) es f1 + εf2 donde

f1(r, α) =
1

2π

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0),

y f2(r, α) = (f21, f22) con

f21 =
1

4
b sin(α)

(
2h− r2

) (
5c
√

2h− r2 − 2r(a− 2b) cos(α)
)
,

f22 =
1

12

(
45a2r2 + 6b

(
(a− 2b) cos(2α)

(
r2 − h

)
+

1

r
√

2h− r2
5c cos(α)(2h2

− 5hr2 + 2r4)
)

+ 36ab
(
h− r2

)
+ b2

(
−
(
2h+ 3r2

))
+ 45c2

(
r2 − 2h

) )
.

Como f1 es idénticamente nulo, el método del promedio de primer orden no se puede

aplicar. Por tanto las soluciones periódicas son obtenidas v́ıa promedio de segundo

orden como en la proposición 1. 2

PROBLEMA

Las propociciones 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 siguen siendo válidas si los potenciales V3, V4 y V5

de grado 3, 4 y 5 son polinomios homogéneos conteniendo todos los coeficientes.
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Caṕıtulo 4

Sistema Hamiltoniano con

potencial de grado seis

En el presente caṕıtulo se consideran sistemas hamiltonianos con 2 grados de

libertad y potencial polinomial de grado cinco y seis donde la función hamiltoniana

H es

H =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ εV5(x, y) + ε2V6(x, y), (4.1)

y las funciones V5(x, y) y V6(x, y) son polinomios homogéneos de grados cinco y seis

respectivamente en las coordenadas (x, y). Como se mostró en el caṕıtulo anterior

la presencia del término V5 implica la determinación de soluciones periódicas v́ıa

la aplicación del método del promedio de segundo orden, por tanto el propósito

principal de este caṕıtulo es el estudio de la existencia de soluciones periódicas y su

tipo de estabilidad para el sistema hamiltoniano asociada a la función H.

4.1. Forma estándar para el promedio de orden 2

El sistema diferencial hamiltoniano asociado al hamiltoniano H dado en (4.1) es:

ẋ = px, ṗx = −x− ε
∂V5(x, y)

∂x
− ε2∂V6(x, y)

∂x
,

ẏ = py, ṗy = −y − ε
∂V5(x, y)

∂y
− ε2∂V6(x, y)

∂y
. (4.2)

Con el propósito de utilizar el método del promedio, la periodicidad del sistema

(4.2) es un requisito básico para determinar soluciones periódicas v́ıa el método del
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promedio. Para eso introduzcamos el cambio de variable en coordenadas polares

(r, ρ, θ, α) en IR4 de la siguiente manera

x = r cos θ, y = ρ cos(θ + α), px = r sin θ, py = ρ sin(θ + α), (4.3)

definidos para r > 0 y ρ > 0. La integral primera en las nuevas coordenadas para

cada valor fijo h de H, es

h =
1

2

(
r2 + ρ2

)
+ εV5(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε2V6(r cos θ, ρ cos(θ + α)). (4.4)

Derivando y usando las expresiones dados en (4.2) se tiene

ṙ = −ε sin θ
∂V5(x, y)

∂x
− ε2 sin θ

∂V6(x, y)

∂x
,

θ̇ = −1− εcos θ

r

∂V5(x, y)

∂x
− ε2 cos θ

r

∂V6(x, y)

∂x
,

ρ̇ = −ε sin(θ + α)
∂V5(x, y)

∂y
− ε2 sin(θ + α)

∂V6(x, y)

∂y
,

α̇ = ε

(
cos θ

r

∂V5(x, y)

∂x
− cos(θ + α)

ρ

∂V5(x, y)

∂y

)
+ ε2

(
cos θ

r

∂V6(x, y)

∂x

− cos(θ + α)

ρ

∂V6(x, y)

∂y

)
, (4.5)

donde las derivadas parciales de los polinomios de V5 = V5(x, y) y V6 = V6(x, y) son

evaluadas en el punto (r cos θ, ρ cos(θ+α)), y usando la regla de la cadena el sistema

(4.5) se reescribe como

ṙ = ε
1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
+ ε2 1

r

(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

)
,

θ̇ = −1− ε1

r

∂V5

∂r
− ε2 1

r

∂V6

∂r
,

ρ̇ = ε
1

ρ

∂V5

∂α
+ ε2 1

ρ

∂V6

∂α
,

α̇ = ε

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
+ ε2

(
1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

)
. (4.6)
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A partir de ahora tomamos la variable θ como la variable independiente del sistema

en lugar de t y obtenemos

dr

dθ
= −

ε

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
+ ε2

(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

)
r + ε

∂V5

∂r
+ ε2

∂V6

∂r

. (4.7)

Con el fin de escribir la parte derecha de la ecuación (4.7) en su desarrollo de serie

de Taylor alrededor de ε = 0. Consideremos la función

f(ε) =
1

1 + a1ε+ a2ε2
,

donde a1 =
1

r

∂V5

∂r
, a2 =

1

r

∂V6

∂r
, se tiene

f(ε) =
1

1 + a1ε+ a2ε2
= 1− a1ε+ (a2

1 − a2)ε2 +O(ε3).

Por tanto

f(ε) =
1

1 + ε
1

r

∂V5

∂r
+ ε2

1

r

∂V6

∂r

= 1− 1

r

∂V5

∂r
ε+

((
1

r

∂V5

∂r

)2

− 1

r

∂V6

∂r

)
ε2 +O(ε3).

Luego

r′ = −1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
ε+

1

r

[
1

r

∂V5

∂r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
−
(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

)]
ε2 +O(ε3).

Además como

dρ

dθ
= −

ε
1

ρ

∂V5

∂α
+ ε2 1

ρ

∂V6

∂α

1 + ε
1

r

∂V5

∂r
+ ε2

1

r

∂V6

∂r

,

aśı

ρ′ =− 1

ρ

∂V5

∂r
ε+

(
1

rρ

∂V5

∂r

∂V5

∂α
− 1

ρ

∂V6

∂α

)
ε2 +O(ε3).

También

dα

dθ
= −

ε

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
+ ε2

(
1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

)
1 + ε

1

r

∂V5

∂r
+ ε2

1

r

∂V6

∂r

,
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luego

α′ =−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
ε+

(
1

r

∂V5

∂r

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
−
(

1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

))
ε2 +O(ε3).

Aśı tenemos el sistema 4.6, en desarrollo de series de Taylor escrito como:

r′ =− 1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
ε+

1

r

(
1

r

∂V5

∂r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
−
(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

))
ε2 +O(ε3),

ρ′ =− 1

ρ

∂V5

∂r
ε+

(
1

rρ

∂V5

∂r

∂V5

∂α
− 1

ρ

∂V6

∂α

)
ε2 +O(ε3),

α′ =−
(

1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
ε+

(
1

r

∂V5

∂r

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
−
(

1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

))
ε2

+O(ε3), (4.8)

donde la prima (′) significa la derivada con respecto a la variable θ. Usando nueva-

mente el desarrollo en series de Taylor, escribimos la función ρ respecto de la variable

ε. Aśı

ρ(ε) = ρ(0) + ρ′(0)ε+O(ε2). (4.9)

De (4.4) para ε = 0 tenemos que:

ρ(0) =
√

2h− r2, (4.10)

derivando (4.4) con respecto a ε,

0 =ρ(0)ρ′(0) + V5(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε
∂V5

∂Y
ρ′(0) cos(θ + α)+

2εV6(r cos θ, ρ cos(θ + α)) + ε2∂V6

∂Y
ρ′(0) cos(θ + α)

evaluando en ε = 0, obtenemos que

ρ′(0) = −V5(r cos θ,
√

2h− r2 cos(θ + α))√
2h− r2

. (4.11)

Luego por (4.9), (4.10) y (4.11) la función ρ tiene la forma

ρ(ε) =
√

2h− r2 − V5(r cos θ,
√

2h− r2 cos(θ + α))√
2h− r2

ε+O(ε2). (4.12)
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Como V5 depende de las variables (r, θ, ρ, α), es decir V5(r, θ, ρ, α), las derivadas

parciales de V5 respecto de las variables r, θ, ρ y α en series de Taylor alrededor de

ε = 0 son:

∂V5

∂r
=
∂V5

∂r
+
∂2V5

∂r ∂ρ
ρ′(0)ε+O(ε2),

∂V5

∂θ
=
∂V5

∂θ
+
∂2V5

∂θ ∂ρ
ρ′(0)ε+O(ε2),

∂V5

∂ρ
=
∂V5

∂ρ
+
∂2V5

∂ρ2
ρ′(0)ε+O(ε2),

∂V5

∂α
=
∂V5

∂α
+

∂2V5

∂α ∂ρ
ρ′(0)ε+O(ε2).

La función
1

ρ(ε)
en desarrollo de Taylor alrededor de ε = 0 es

1

ρ(ε)
=

1

ρ(0)
− ρ′(0)

ρ2(0)
ε+O(ε3),

y tenemos que

1

ρ(ε)

∂V5

∂ρ
=

1

ρ(0)

∂V5

∂ρ
+

[
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V5

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V5

∂ρ

]
ε+O(ε2).

Por otro lado

1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
=

1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
+
ρ′(0)

r

(
∂2V5

∂ρ∂θ
− ∂2V5

∂ρ∂α

)
ε,

y

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ(ε)

∂V5

∂ρ

)
=

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ(0)

∂V5

∂ρ

)
+

[
ρ′(0)

r

∂2V5

∂ρ ∂r
−
(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V5

∂ρ2

− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V5

∂ρ

)]
ε.
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Entonces sustituyendo las expresiones en la ecuación (4.8), obtenemos las dos ecua-

ciones diferenciales siguientes

r′ =− 1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
ε+

1

r

[
1

r

∂V5

∂r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
− ρ′(0)

(
∂2V5

∂ρ ∂θ
− ∂2V5

∂ρ ∂α

)

−
(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

)]
ε2 +O(ε3),

α′ =− 1

r

(
∂V5

∂r
− r

ρ(0)

∂V5

∂ρ

)
ε+

[
1

r

∂V5

∂r

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)
− ρ′(0)

r

∂2V5

∂ρ ∂r

+

(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V5

∂ρ2
+
ρ′(0)

ρ2(0)

∂V5

∂ρ

)
−
(

1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

)]
ε2 +O(ε3). (4.13)

Aśı el sistema (4.13) está ahora en la forma estándar, es decir, el sistema (4.13) tiene

la forma

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3), (4.14)

que en su forma matricial es(
r′

α′

)
=

(
F11

F12

)
︸ ︷︷ ︸

F1

ε+

(
F21

F22

)
︸ ︷︷ ︸

F2

ε2 +O(ε3),

donde las funciones F1 = (F11, F12) y F2 = (F21, F22) son

F11 = −1

r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
,

F12 = −1

r

(
∂V5

∂r
− r

ρ(0)

∂V5

∂ρ

)

F21 =
1

r

[
1

r

∂V5

∂r

(
∂V5

∂θ
− ∂V5

∂α

)
− ρ′(0)

(
∂2V5

∂ρ ∂θ
− ∂2V5

∂ρ ∂α

)
−
(
∂V6

∂θ
− ∂V6

∂α

)]
,

F22 =

[
− ρ′(0)

r

∂2V5

∂ρ ∂r
+

(
ρ′(0)

ρ(0)

∂2V5

∂ρ2
− ρ′(0)

ρ2(0)

∂V5

∂ρ

)
+

1

r

∂V5

∂r

(
1

r

∂V5

∂r
− 1

ρ

∂V5

∂ρ

)

−
(

1

r

∂V6

∂r
− 1

ρ

∂V6

∂ρ

)]
. (4.15)
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La función promedio asociada al sistema (4.13) viene dada por (f1 + εf2) donde

f1(r, α) :=(f11, f12) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(θ, α, r)dθ,

y

f2(r, α) :=(f21, f22)

=
1

2π

∫ 2π

0

[
Dr,αF1(r, α, θ)dθ

∫ θ

0

F1(t, r, α)dt+ F2(r, α, θ)

]
dθ (4.16)

con Dr,αF1(θ, α, r) la matriz Jacobiana de F1, que es:

Dr,αF1(r, α, θ) =


∂F11

∂r

∂F11

∂α

∂F12

∂r

∂F12

∂α

 .

Observación 4.1 La importancia de tener el sistema original (4.14) con las condi-

ciones (4.15), es que el método del promedio de segundo orden permite detectar

soluciones periódicas del sistema original.

4.2. Sistema Hamiltoniano con potencial cinco

En esta sección generalizaremos los resultados obtenidos por Ortega en [2], para

un sistema Hamiltoniano con potencial homogéneo de grado cinco, para ello consi-

deremos la función polinomial H de grado cinco:

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) +
A

5
x5 +Bx3y2 +

1

5
Fxy4, (4.17)

con x, y, px, py ∈ R. Notemos que el Hamiltoniano (4.17) depende de los parámetros

reales A,B y F .

Observación 4.2 Para F = 0, la función Hamiltoniana (4.17) se reduce a

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) +
A

5
x5 +Bx3y2, (4.18)

donde A y B son parámetros reales. Éste es el sistema estudiado por Alberto Castro

Ortega en [2].
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El sistema diferencial hamiltoniano asociado al hamiltoniano (4.17) es

ẋ = px,

ẏ = py,

ṗx = −x− Ax4 − 3Bx2y2 − F

5
y4, (4.19)

ṗy = −y − 2Bx3y − 4

5
Fxy3.

El objetivo principal es determinar anaĺıticamente soluciones periódicas del sistema

hamiltoniano (4.19). Para hacer este estudio usamos el método del promedio de

segundo orden. Recordemos que el método del promedio convierte el problema de

encontrar soluciones periódicas de un sistema diferencial en la búsqueda de ceros de

algunas funciones llamadas funciones promedio.

4.2.1. Método del promedio de segundo orden

Para aplicar el método del promedio necesitamos introducir un parámetro real

positivo en el sistema (4.19) y consideremos como en la sección 4.1 el cambio de coor-

denadas (x, y, px, py) por (X, Y, pX , pY ) donde x = 3
√
εX, y = 3

√
εY, px = 3

√
εpX ,

y py = 3
√
εpY , con ε un pequeño parámetro real positivo que es ε−2/3 simpléctico.

Aśı tenemos el sistema (4.19) en la forma

Ẋ = pX ,

Ẏ = pY ,

ṗX = −X − ε
(
AX4 + 3BX2Y 2 +

F

5
Y 4

)
,

ṗY = −Y − ε
(

2BX3Y +
4

5
FXY 3

)
. (4.20)

Este sistema nuevamente es Hamiltoniano con la función Hamiltoniana

K =
1

2
(X2 + Y 2) +

1

2
(p2
X + p2

Y ) + ε

(
A

5
X5 +BX3Y 2 +

1

5
FXY 4

)
. (4.21)

La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.20) es nece-

sario para aplicar el método del promedio, por lo que hacemos el cambio de variables

por (X, Y, pX , pY )→ (r, θ, ρ, α) ∈ IR+ × S1 × IR+ × S1 definida por

X = r cos θ, Y = ρ cos(θ + α), pX = r sin θ, pY = ρ sin(θ + α),
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para r > 0 y ρ > 0. El nivel de enerǵıa h de H en coordenadas polares es:

h =
1

2
(r2 + ρ2) +

1

5
ε
(
Ar5 cos5(θ) + 5Bρ2r3 cos3(θ) cos2(α + θ)

+ Fρ4r cos(θ) cos4(α + θ)
)
, (4.22)

y las nuevas ecuaciones de movimiento son dados por:

ṙ =
1

r
ε
(
− Ar5 sin(θ) cos4(θ)− 3Br3(2h− r2) sin(θ) cos2(θ) cos2(α + θ)

− 1

5
Fr(2h− r2)2 sin(θ) cos4(α + θ)

)
,

θ̇ =− 1− 1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2(2h− r2) cos3(θ) cos2(α + θ) +

1

5
F (2h− r2)2

cos(θ) cos4(α + θ)
)
,

ρ̇ =
1√

2h− r2
ε
(
− 2Br3(2h− r2) cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ)

− 4

5
Fr(2h− r2)2 cos(θ) sin(α + θ) cos3(α + θ)

)
,

α̇ =
1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ)− 1√

2h− r2
2Br3

√
2h− r2 cos3(θ) cos2(α + θ)

+
4

5
Fr
(
2h− r2

)3/2
cos(θ) cos4(α + θ) + 3Br2(2h− r2) cos3(θ) cos2(α + θ)

+
1

5
F (2h− r2)2 cos(θ) cos4(α + θ)

)
. (4.23)

A partir de ahora tomaremos la variable θ como la nueva variable independiente del

sistema en lugar de t y obtenemos el sistema diferencial

r′ =
1

5
ε sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α + θ) + F (r2 −

2h)2 cos4(α + θ)) − 1

25r
ε2(sin(θ) cos(θ)(5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 −

2h) cos2(θ) cos2(α + θ) + F (r2 − 2h)2 cos4(α + θ))2
)

+O(ε3),
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ρ′ =
1

10
rε
√

2h− r2 cos(θ) sin(2(α + θ))
(

5Br2 cos(2θ) + 5Br2 + F (4h −

2r2) cos(2(α + θ)) + 4Fh − 2Fr2
)
− 1

50
ε2
(√

2h− r2 cos(θ) sin(2(α +

θ))(5Br2 cos(2θ) + 5Br2 + F (4h − 2r2) cos(2(α + θ)) + 4Fh −
2Fr2)(5Ar4 cos5(θ) − 15Br2(r2 − 2h) cos3(θ) cos2(α + θ) + F (r2 −
2h)2 cos(θ) cos4(α + θ))

)
+O(ε3),

α′ =ε
(
−Ar3 cos5(θ)+Br(r(3r+2)−6h) cos3(θ) cos2(α+θ)− 1

5r
F (r2−2h)(r(r+

4) − 2h) cos(θ) cos4(α + θ)
)

+
1

25r2
ε2 cos2(θ)

(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 −

2h) cos2(θ) cos2(α+θ)+F (r2−2h)2 cos4(α+θ))(5Ar4 cos4(θ)−5Br2(r(3r+

2)−6h) cos2(θ) cos2(α+θ)+F (r2−2h)(r(r+4)−2h) cos4(α+θ)
)

+O(ε3),

(4.24)

donde la prima (′) nuevamente significa la derivada con respecto a la variable θ. Es

fácil ver que el nuevo sistema (4.24) es 2π periódico en la variable θ. Para aplicar el

método del promedio, vamos a restringir este sistema a cada nivel de enerǵıa K = h

con h > 0 y resolvemos la ecuación (4.22) para ρ en ε = 0. Aśı

ρ =
√

2h− r2. (4.25)

Sustituyendo ρ en el sistema (4.24) obtenemos el siguiente sistema diferencial

r′ =
(1

5
sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ)− 15Br2

(
r2 − 2h

)
cos2(θ) cos2(α + θ) + F

(
r2 − 2h

)2

cos4(α + θ)
))
ε+

(
− 1

25r
sin(θ) cos(θ)

(
25A2r8 cos8(θ) + r4(r2 − 2h) cos4(θ)

cos4(α + θ)(−20AFh+ 6AFr2 + 75B2(r2 − 6h)) + 60ABr6(5h− 2r2) cos6(θ)

cos2(α + θ) + 20BFr2(r2 − 2h)2(3h+ r2) cos2(θ) cos6(α + θ) + F 2(2h− r2)3

(2h+ 3r2) cos8(α + θ)
))
ε2 +O(ε3),

α′ =
(
− Ar3 cos5(θ) +Br

(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− 1

5r
F
(
r2 − 2h

) (
5r2 − 2h

)
cos(θ) cos4(α + θ)

)
ε+

1

25r2

(
25A2r8 cos10(θ) + r4 cos6(θ) cos4(α + θ)(2AF (20h2

− 36hr2 + 9r4) + 225B2(r2 − 2h)2) + 10ABr6(30h− 17r2) cos8(θ) cos2(α + θ)

− 10BFr2(r2 − 2h)(12h2 − 16hr2 + r4) cos4(θ) cos6(α + θ) + F 2(r2 − 2h)2

(4h2 − 4hr2 − 7r4) cos2(θ) cos8(α + θ)
)
ε2 +O(ε3).

(4.26)
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El sistema diferencial (4.26) está en la forma estándar, por tanto podemos aplicar

el método del promedio. Notar que el sistema (4.26) tiene la forma general

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3), (4.27)

donde las funciones F1 = (F11, F12) y F2 = (F21, F22) son

F11 =
1

5
sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ)− 15Br2

(
r2 − 2h

)
cos2(θ) cos2(α + θ)

+ F
(
r2 − 2h

)2
cos4(α + θ)

)
,

F12 =− Ar3 cos5(θ) +Br
(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)

− 1

5r
F
(
r2 − 2h

) (
5r2 − 2h

)
cos(θ) cos4(α + θ),

F21 =− 1

25r
sin(θ) cos(θ)

(
25A2r8 cos8(θ) + r4(r2 − 2h) cos4(θ) cos4(α + θ)(−20AFh

+ 6AFr2 + 75B2(r2 − 6h)) + 60ABr6(5h− 2r2) cos6(θ) cos2(α + θ) + 20BFr2

(r2 − 2h)2(3h+ r2) cos2(θ) cos6(α + θ) + F 2(2h− r2)3(2h+ 3r2) cos8(α + θ)
)
,

F22 =
1

25r2

(
25A2r8 cos10(θ) + r4 cos6(θ) cos4(α + θ)(2AF (20h2 − 36hr2 + 9r4)

+ 225B2(r2 − 2h)2) + 10ABr6(30h− 17r2) cos8(θ) cos2(α + θ)− 10BFr2

(r2 − 2h)(12h2 − 16hr2 + r4) cos4(θ) cos6(α + θ) + F 2(r2 − 2h)2

(4h2 − 4hr2 − 7r4) cos2(θ) cos8(α + θ)
)
. (4.28)

Observe que la función promedio de primer orden es nula, pues

f1(r, α) =

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0),

aśı las soluciones periódicas del sistema (4.20) serán determinadas a través del méto-

do del promedio de segundo orden. La función promedio de segundo orden f2 es

f2(r, α) :=
1

2π

∫ 2π

0

[Dr,αF1(θ, α, r)dθy1(θ, r, α) + F2(θ, α, r)] dθ, (4.29)

donde

y1(θ, r, α) = (y11, y12) =

∫ θ

0

F1(t, r, α)dt,

=
(∫ θ

0

F11(t, r, α)dt,

∫ θ

0

F12(t, r, α)dt
)
.
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Las dos componentes del vector y1 son

y11 =
∫ θ

0
F11(t, r, α)dt

y11 =
1

1200

(
60 sin2

(
θ
2

) (
3(r4(5A − 10B + F ) − 4hr2(F − 5B) + 4Fh2) +

r2(2 cos(θ)(7Ar2 + 20Bh − 10Br2) + 2 cos(2θ)(4Ar2 + 10Bh − 5Br2) +

Ar2(2 cos(3θ) + cos(4θ)))
)
− 40 sin(2α)(2h − r2) sin3(θ)(9Br2 cos(2θ) +

21Br2+4Fh−2Fr2)+cos(2α)(2h−r2)(−5 cos(3θ)(15Br2+8Fh−4Fr2)+

40r2(3B+F )−45Br2 cos(5θ)+16F sin(2α)(r2−2h) sin3(θ)(3 cos(2θ)+2)+

60F (2h−r2) cos(θ)−80Fh)+F cos(4α)(r2−2h)2(5 cos(3θ)−3 cos(5θ)−
2)
)
,

y12 =
∫ θ

0
F11(t, r, α)dt

y12 =− 1

1200r

(
5Ar4(25(6 sin(θ) + sin(3θ)) + 3 sin(5θ)) + 30Bhr2(15 sin(2α +

3θ) + 3 sin(2α+ 5θ) + 6 sin(2α)(5 cos(θ)− 8) + 30(2 cos(2α) + 3) sin(θ) +

10 sin(3θ))−25Br4(15 sin(2α+3θ)+3 sin(2α+5θ)+6 sin(2α)(5 cos(θ)−
8)+30(2 cos(2α)+3) sin(θ)+10 sin(3θ))+4Fh2(60 sin(2α+θ)+20 sin(2α+

3θ)+5 sin(4α+3θ)+3 sin(4α+5θ)−80 sin(2α)−8 sin(4α)+90 sin(θ))−
12Fhr2(60 sin(2α+θ)+20 sin(2α+3θ)+5 sin(4α+3θ)+3 sin(4α+5θ)−
80 sin(2α)−8 sin(4α)+90 sin(θ))+5Fr4(60 sin(2α+θ)+20 sin(2α+3θ)+

5 sin(4α + 3θ) + 3 sin(4α + 5θ)− 80 sin(2α)− 8 sin(4α) + 90 sin(θ))
)
.

Calculando la función f2 = (f21, f22) a partir de la expresión (4.29) obtenemos

f21 =
r

4800
(r2 − 2h)

(
r2 sin(4α)(r2 − 2h)(675B2 − 2F (A + 40B)) −

sin(2α)(r4(735AB+80AF −750B2−685BF +168F 2)+4hr2(−8F (5A+

21F ) + 900B2 + 269BF ) + 84Fh2(7B + 8F ))
)
,

f22 =
1

12000

(
3
(

5r6(315A2 + 20A(9F − 70B) + 850B2 + 200BF − 77F 2) +

12h2r2(F (150A− 161F ) + 1175B2 − 300BF ) + 6hr4(−150F (3A+B) +

25B(70A−113B)+273F 2)+56Fh3(50B+7F )
)

+5 cos(2α)(3hr4(735AB+

160AF − 2550B2 − 1223BF + 504F 2)− 2r6(735AB + 80AF − 750B2 −
685BF + 168F 2) + 4h2r2(−8F (10A + 63F ) + 1800B2 + 391BF ) +

84Fh3(7B+ 8F )) + 5r2 cos(4α)(2h2−3hr2 + r4)(675B2−2F (A+ 40B)
)
.

(4.30)
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El propósito ahora, es encontrar regiones en términos de los parámetros A,B,

F y el nivel de enerǵıa H = h, donde se puede garantizar existencia de soluciones

periódicas, más precisamente, sean los siguientes conjuntos

Γ = {γ : γ = (h,A,B, F ) ∈ IR4}

y

Υ = {M : M = (r, α) ∈ IR+ × S1}.

Consideremos f2 : Υ × Γ → IR2 definido por f2(γ,M) = (f21(M), f22(M)).

Denotemos por Jf(M), como el determinante de la matriz Jacobiana asociada a f2

y donde f21 y f22 son dadas por las ecuaciones:

f2i(r, α) = 0, para i = 1, 2. (4.31)

El objetivo principal es encontrar dos regiones R1,R2 ⊂ Γ con R1 ∩ R2 6= ∅ tales

que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Para cada γ ∈ R1, existe un único punto M∗ = (r∗, α∗) ∈ Υ tal que f21(M∗) =

0 y f22(M∗) = 0.

(ii) Para cada γ ∈ R1 ∩R2 se cumple que Jf(M∗) 6= 0.

En la tesis se hace el análisis riguroso en el caso en que R1 ∩ R2 6= R1. Podemos

evidenciar casos en el que R1 ∩ R2 = R1, es decir, la región de no degenerancia

(donde Jf(M∗) 6= 0) es gantizada por la región de ceros para los cuales f21(M∗) = 0

y f22(M∗) = 0. Este tipo de región no siempre es posible, pero dependiendo de la

forma de los ceros a encontrar, se comportan las regiones de degenerancia.

Antes de enunciar los resultados de esta sección, consideremos las notaciones

siguientes en relación con los parámetros A,B y F :
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L1 =
(

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF )(40F 4(701A2 − 3854AB + 5070B2) +

50F 3(632A3 − 3462A2B + 4825AB2 + 2070B3) + 125F 2(8A4 − 840A3B −
892A2B2 + 11343AB3 − 14875B4) + 1875BF (−4A4 + 14A3B + 774A2B2 −
1804AB3 + 545B4) + 84375B3(2B −A)(A+ 3B)(10B −A) + 256F 5(56A−
185B) + 3072F 6

)
.

L2 =
√

(4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF )
(

2240F 5(33A2 − 295AB + 595B2) +

400F 4(109A3− 1645A2B + 6254AB2− 5585B3) + 500F 3(200A4− 16A3B +

754A2B2 − 92AB3 − 12645B4) − 28125B2F (8A4 − 64A3B − 578A2B2 +

796AB3 + 1185B4) + 625F 2(16A5 − 112A4B − 3984A3B2 + 3616A2B3 −
3979AB4+34665B5)+1265625B4(2B−A)(A+3B)(10B−A)+512F 6(97A−
430B) + 12288F 7

)
.

L3 =
(

5F (4A2 + 28AB − 77B2)− 225B2(A+ 3B) + 12F 2(7A− 4B))(4F 2(4A2 +

AB + 4B2) + 5BF (4A2 − 20AB + 7B2)− 225AB3
)
.

L4 = 945A2 − 2730AB + 698AF + 1725B2 − 850BF + 105F 2.

L5 = (6825AB − 3490AF − 7575B2 + 5615BF − 882F 2)h.

L6 = (3490AF + 6525B2 − 9710BF + 2142F )h2.

L7 =2519897651712h9
(
− 125F 4(38316A2 − 18388AB + 34103B2) +

46875B3(101B − 91A)(100A2 − 91AB + 7B2) + 625F 3(−87948A3 +

110376A2B − 24133AB2 + 27791B3) − 1875F 2(70204A4 − 192364A3B +

75471A2B2 + 37310AB3 + 9330B4) − 3125BF (−65520A4 + 39271A3B +

178533A2B2−156765AB3 +11683B4)+140F 5(349A+3124B)−18816F 6
)
.

L8 =2519897651712h9
(
− 125F 4(38316A2 − 18388AB + 34103B2) +

46875B3(101B − 91A)(100A2 − 91AB + 7B2) + 625F 3(−87948A3 +

110376A2B − 24133AB2 + 27791B3) − 1875F 2(70204A4 − 192364A3B +

75471A2B2 + 37310AB3 + 9330B4) − 3125BF (−65520A4 + 39271A3B +

178533A2B2−156765AB3+11683B4)+140F 5(349A+3124B)−18816F 6
)

+√
4 (30L4L6 − 9L2

5) 3 + L2
7.

L9 =

(
18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

900L2
4

3
√
L2

8

)2

.
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Además para el nivel de enerǵıa positivo H = h consideremos los siguientes conjun-

tos:

Ω1
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

∣∣∣∣50B + 7F

7B + 8F

∣∣∣∣ < 5

2
, (7B + 8F )F (25B2 − 4F 2) 6= 0

}
Ω2
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

∣∣∣∣9A2 − 10AB − 4B2

B(7A+ 10B)

∣∣∣∣ < 1

2
, B(7A+ 10B) 6= 0,

(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B) 6= 0
}

Ω3
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
> 0, (5A− 5B − 3F )(2A+B)L3 6= 0

}
Ω4
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

(√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F

)
(A− 5B + F )

< 0,(
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF

)
> 0, (A− 5B + F ) (L1 + L2) 6= 0

}

Ω5
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

(√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

)
(A− 5B + F )

> 0

(A− 5B + F ) (L1 − L2) 6= 0,
(
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF

)
> 0
}

Ω6
ABF =

{
(A,B, F ) ∈ IR3 :

18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

L4
3
√
L8

> 0,√
L9

(
2h−

√
L9

)(
2h2L6 + 6hL5

√
L9 + 15L4L9

)(
L9(735AB

+ 76AF + 600B2 − 845BF + 168F 2
)

+ 4h
√
L9

(
− 2F (19A

+ 84F ) + 225B2 + 349BF
)

+ 84Fh2(7B + 8F )
)
6= 0
}
.

Teorema 4.1 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y F números reales arbitrarios, el sistema hamiltonia-

no (4.20) tiene familias de soluciones periódicas ϕ(t, ε) = (X(t, ε), Y (t, ε), pX(t, ε),

pY (t, ε)) donde

X(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

Y (t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

pX(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

pY (t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε).

Las soluciones son contadas como sigue, existe
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(a) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω1
ABF , y

(r∗, α∗) =

(
0,±1

2
arc cos

(
−100B + 14F

35B + 40F

))
(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω2

ABF , y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

))
(c) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω3

ABF , y

(r∗, α∗) =

(√
3h(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
, 0

)

(d) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω4
ABF , y

(r∗, α∗) =


√√√√
−
h
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F
)

5(A− 5B + F )
, 0


(e) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω5

ABF , y

(r∗, α∗) =


√√√√h

(√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

)
5(A− 5B + F )

, 0


(f) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, F ) ∈ Ω6

ABF , y

(r∗, α∗) =

√18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

30L4
3
√
L8

,±π/2

 ,

donde L4, L5, L6 y L8 son expresiones dadas previa al Teorema.

Demostración. Siguiendo el método del promedio, encontraremos los ceros (r∗, α∗)

del sistema (4.31) de modo que el determinante de la matriz jacobiana de f2 en los

ceros (r∗, α∗) sea no nulo. De (4.30) se tiene que

f21 =
r

4800
(r2 − 2h)

(
r2 sin(4α)(r2 − 2h)(675B2 − 2F (A+ 40B))− sin(2α)

(r4(735AB + 80AF − 750B2 − 685BF + 168F 2) + 4hr2(−8F (5A+ 21F )

+ 900B2 + 269BF ) + 84Fh2(7B + 8F ))
)
.

Resolviendo la ecuación f21(r, α) = 0, obtenemos los siguientes tres casos:
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Caso 1: r = 0,

Caso 2: r =
√

2h,

Caso 3:
(
r2 sin(4α)(r2−2h)(675B2−2F (A+40B))− sin(2α)(r4(735AB+80AF −

750B2−685BF+168F 2)+4hr2(−8F (5A+21F )+900B2+269BF )+84Fh2(7B+

8F ))
)

= 0.

A continuación analizaremos cada caso.

Caso 1: Si r = 0, entonces la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable α es:

f22(0, α) =
7

1000
Fh3(5 cos(2α)(7B + 8F ) + 2(50B + 7F )).

Resolviendo la ecuación f22(0, α) = 0, tenemos como ráıces a

α∗ =
n

2
arc cos

(
−100B + 14F

35B + 40F

)
+ kπ,

donde n = ±1 y k ∈ Z. El sistema (4.31) tiene para cada k ∈ {0, 1} dos ceros dados

por

(r∗, α∗) =

(
0,
n

2
arc cos

(
−100B + 14F

35B + 40F

)
+ kπ

)
. (4.32)

Notar que los ceros (4.32) están bien definidos para los valores de los parámetros B

y F que satisfacen las condiciones:∣∣∣∣50B + 7F

7B + 8F

∣∣∣∣ < 5

2
, 7B + 8F 6= 0. (4.33)

Por otro lado, es fácil ver que el Jacobiano de f2 evaluado en (r∗, α∗) es

Jf2(r∗,α∗) =
17199

500000
F 2
(
25B2 − 4F 2

)
h6,

que es no nulo si

F
(
25B2 − 4F 2

)
6= 0. (4.34)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los ceros

obtenidos anteriormente corresponden a diferentes condiciones iniciales de dos solu-

ciones periódicas del sistema diferencial (4.26). Esto completa la demostración del

Teorema 4.1 parte (a).
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Observación 4.3 Note que las condiciones sobre parámetros los B y F en (4.33)

y (4.34) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Región en el espacio de parámetros (A,B, F ) ∈ Ω1
ABF .

Caso 2: Si r =
√

2h, tenemos que la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable α es:

f22(
√

2h, α) =
7

40
h3
(
18A2 −B cos(2α)(7A+ 10B)− 20AB − 8B2

)
.

Resolviendo la ecuación f22(
√

2h, α) = 0, obtenemos como ráıces a

α∗ =
n

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

)
+ kπ,

donde n = −1, 1 y k ∈ Z. Por la periodicidad de la función coseno, el sistema (4.31)

tiene para cada k ∈ {0, 1} dos ceros dados por

(r∗, α∗) =

(√
2h,

n

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

)
+ kπ

)
, (4.35)

donde n = −1, 1 y estos ceros están bien definidos para los valores de los parámetros

A y B que satisfacen las condiciones:∣∣∣∣9A2 − 10AB − 4B2

B(7A+ 10B)

∣∣∣∣ < 1

2
, B(7A+ 10B) 6= 0. (4.36)

El Jacobiano de f2 evaluado en los ceros (4.35) es:

Jf2(
√

2h,α∗) =
441

400
(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B)h6,
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el cual es no nulo si

(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B) 6= 0. (4.37)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los cuatro ceros

(4.35) corresponde a diferentes condiciones iniciales de la misma solución periódica

del sistema diferencial (4.26). Por tanto existe al menos una solución periódica del

sistema y esto completa la demostración del Teorema 4.1 parte (b).

Observación 4.4 Note que las condiciones sobre los parámetros A y B en (4.36) y

(4.37) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.2).

Figura 4.2: Región en el espacio de parámetros (A,B, F ) ∈ Ω2
ABF .

Caso 3: Resolviendo en la variable α, la ecuación(
r2 sin(4α)(r2 − 2h)(675B2 − 2F (A+ 40B))− sin(2α)(r4(735AB + 80AF

− 750B2 − 685BF + 168F 2) + 4hr2(−8F (5A+ 21F ) + 900B2 + 269BF )

+ 84Fh2(7B + 8F ))
)

= 0,

se puede observar que la expresión anterior es nula si α = kπ con k = 0, 1 y α = m
π

2
con m = ±1.

Subcaso 3.1: Si α = 0, entonces la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable r es:
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f22(r, 0) =
63

4000

(
r2(5A− 5B − 3F ) + 3h(5B + 2F )

)(
5r4(A− 5B + F )

+ 6hr2(5B − 2F ) + 4Fh2
)
.

Resolviendo f22(r, 0) = 0, obtenemos las siguientes ráıces:

r∗1 =

√
3h(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
,

r∗2 =

√√√√−h
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F
)

5(A− 5B + F )
,

r∗3 =

√√√√h
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F
)

5(A− 5B + F )
.

Notar que el sistema (4.31) tiene tres ceros y el primero es dado por

(r∗1, α
∗
1) =

(√
3h(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
, 0

)
, (4.38)

el cual está bien definido si

5B + 2F

−5A+ 5B + 3F
> 0. (4.39)

Evaluando el Jacobiano en el cero (r1
∗, α1

∗) se tiene

Jf2(r1∗,α1
∗) =

17199

12800(5A− 5B − 3F )5
(2A+B)(5B + 2F )L3h

6,

que es no nulo si

(5A− 5B − 3F )(2A+B)L3 6= 0. (4.40)

La expresión para L3 es dada previa al Teorema 4.1. El segundo cero (r∗2, α
∗
1) del

sistema (4.31) es dado por

(r∗2, α
∗
1) =


√√√√
−
h
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F
)

5(A− 5B + F )
, 0

 . (4.41)

Para que el cero (r∗2, α
∗
1) esté bien definido se debe cumplir que√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF + 15B − 6F

(A− 5B + F )
< 0,
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y

(A− 5B + F ) 6= 0,
(
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF

)
> 0. (4.42)

Evaluando el Jacobiano en el cero (4.41) se tiene

Jf2(r∗2 ,α
∗
1) =− 441h6

625000000(A− 5B + F )5
(L1 + L2)

(
15B − 6F

+
√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF
)
,

que es no nulo si

(A− 5B + F ) (L1 + L2) 6= 0. (4.43)

Las expresiones para L1 y L2 son dadas previa al Teorema 4.1. Finalmente el tercer

cero (r∗3, α
∗
1) del sistema (4.31) es dado por

(r∗3, α
∗
1) =


√√√√h

(√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

)
5(A− 5B + F )

, 0

 , (4.44)

que está bien definido si√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

(A− 5B + F )
> 0,

y

(A− 5B + F ) 6= 0,
(
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF

)
> 0. (4.45)

Evaluando el Jacobiano en el cero (4.44) se tiene

Jf2(r∗3 ,α
∗
1) =− 441h6

625000000(A− 5B + F )5
(L1 − L2)

(
− 15B + 6F√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF
)
,

que es no nulo si

(A− 5B + F ) (L1 − L2) 6= 0. (4.46)

Por tanto podemos aplicar el método del promedio de segundo orden para concluir

que los ceros (4.38), (4.41) y (4.44) proporcionan al menos tres soluciones periódicas

del sistema (4.26). Esto completa la demostración del Teorema 4.1 parte (c), (d) y

(e).
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Observación 4.5 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B, F en (4.39)-

(4.40) aśı como (4.42)- (4.43) y (4.45)-(4.46) forman conjuntos no vaćıos (ver Figuras

4.3 y 4.4).

Figura 4.3: Regiones en el espacio de parámetros (A,B, F ) ∈ Ωi
ABF , i = 3, 4.

(A,B, F ) ∈ Ω3
ABF (A,B, F ) ∈ Ω4

ABF

Figura 4.4: Región en el espacio de parámetros (A,B, F ) ∈ Ω5
ABF

Subcaso 3.2: Si α2 = ±π
2

, entonces la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable r es:
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f22(r,±π/2) =
1

12000

(
5r6
(
945A2 − 2730AB + 698AF + 1725B2 − 850BF + 105F 2

)
+ 2h2r2(3490AF + 6525B2 − 9710BF + 2142F 2) + 3hr4(6825AB

− 3490AF − 7575B2 + 5615BF − 882F 2) + 1092Fh3(5B − 2F )
)
.

Resolviendo la ecuación f22(r,±π/2) = 0, tenemos sólo una ráız real positiva

r∗ =

√
18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

30L4
3
√
L8

.

Notar que el sistema (4.31) tiene un cero (r∗, α∗2) dado por

(r∗, α∗2) =

√18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

30L4
3
√
L8

,±π/2

 , (4.47)

que está bien definido para los valores de los parámetros A,B y F que satisfacen la

condición:

18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

L4
3
√
L8

> 0. (4.48)

Las expresiones para L4, L5, L6, L8 son dadas previas al Teorema 4.1. Evaluando el

Jacobiano en (r∗, α∗2) se tiene

Jf2(r∗,α∗2) =
1

14400000

√
L9

(
2h−

√
L9

)(
2h2L6 + 6hL5

√
L9 + 15L4L9

)(
L9(735AB

+ 76AF + 600B2 − 845BF + 168F 2
)

+ 4h
√
L9

(
− 2F (19A+ 84F )

+ 225B2 + 349BF
)

+ 84Fh2(7B + 8F )
)
,

que es no nulo si√
L9

(
2h−

√
L9

)(
2h2L6 + 6hL5

√
L9 + 15L4L9

)(
L9(735AB

+ 76AF + 600B2 − 845BF + 168F 2
)

+ 4h
√
L9

(
− 2F (19A

+ 84F ) + 225B2 + 349BF
)

+ 84Fh2(7B + 8F )
)
6= 0. (4.49)

La expresión para L9 es dada previa al Teorema 4.1. Por el método del promedio de

segundo orden concluimos que los ceros (4.47) proporcionan al menos dos soluciones

periódicas de (4.26). Esto completa la demostración del Teorema 4.1 parte (f).
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Observación 4.6 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B y F en (4.48)

y (4.49) forman un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.5).

Figura 4.5: Región en el espacio de parámetros (A,B, F ) ∈ Ω6
ABF .

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periódicas 2

Corolario 4.1 La familia de soluciones periódicas (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε), py(t, ε))

del sistema hamiltoniano (4.19) asociado a los ceros (r∗, α∗) de la función promedio,

en cada nivel de enerǵıa positiva H = h son dadas por

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =ρ∗ cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) = ρ∗ sin(t+ α∗) +O(ε).

A continuación presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periódicas

determinadas en el Teorema 4.1.

Teorema 4.2 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periódicas del Teo-

rema 4.1 son inestables.

Demostración. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periódicas

dadas en el Teorema 4.1 se aplicará el Teorema 2.6 que dice que el tipo de estabilidad

de las soluciones periódicas viene dado por el signo de los autovalores λ1 y λ2 de la

matriz jacobiana Jf2(r,α) evaluada en los ceros (r∗, α∗).
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(i) Las dos familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (a) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los

ceros (r∗, α∗) =

(
0,±1

2
arc cos

(
−100B + 14F

35B + 40F

)
+ kπ

)
, k ∈ {0, 1} son

λ1 = − 1

1000
21
√

39Fh3(7B + 8F )

√
4F 2 − 25B2

(7B + 8F )2
, λ2 = −2λ1.

Notar que las condiciones de inestabilidad sobre los parámetros A,B y F es

no vaćıa si (A,B, F ) ∈ Ω1
ABF y

4F 2 − 25B2

(7B + 8F )2
> 0.

(ii) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (b) son in-

estables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en el cero

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

))
son

λ1 = −21

20
Bh3

√
−(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B)

B2(7A+ 10B)2
(7A+ 10B),

λ2 = −λ1.

Podemos observar que las condiciones de inestabilidad sobre los parámetros

A,B y F es no vaćıa si (A,B, F ) ∈ Ω2
ABF , B(7A+ 10B) > 0 y (A− 2B)(9A−

2B)(2A−B)(2A+B) < 0.

(iii) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (c) es in-

estable, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en el cero

(r∗, α∗) =

(√
3h(5B + 2F )

−5A+ 5B + 3F
, 0

)
es

λ1 =
21

80
h6

√
−39L3(2A+B)(5B + 2F )

2(5A− 5B − 3F )5
, λ2 = −λ1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parámetros A,B y

F es no vaćıa si (A,B, F ) ∈ Ω3
ABF y L3(2A+B) < 0.

(iv) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (d) es in-

estable, pues los autovalores λ1, λ2 de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en
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el cero (r∗2, 0), satisfacen

λ1 =− 21h3

25000(A− 5B + F )3

(
(
√
−20F (A+ 4B) + 225B2 + 16F 2 + 15B − 6F )

(L1 + L2) (A− 5B + F )
)1/2

,

λ2 =− λ1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parámetros A,B y

F es no vaćıa si (A,B, F ) ∈ Ω4
ABF , (A − 5B + F ) 6= 0 y (L1 + L2) (A − 5B +

F )
(√
−20F (A+ 4B) + 225B2 + 16F 2 + 15B − 6F

)
> 0.

(v) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (e) es inestable,

pues los autovalores λ1, λ2 de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en el cero

(r∗3, 0) satisfacen

λ1 =− 21h3

25000(A− 5B + F )3

((√
4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F

)
(L1 − L2) (−(A− 5B + F ))

)1/2

,

λ2 =− λ1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parámetros A,B y

F es no vaćıa si (A,B, F ) ∈ Ω5
ABF , (A − 5B + F ) 6= 0 y (L1 − L2) (A − 5B +

F )
(√

4F (4F − 5A) + 225B2 − 80BF − 15B + 6F
)
< 0.

(vi) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.1 parte (f) es in-

estable, pues los autovalores λ1, λ2 de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en el

cero (r∗, α∗) = (r,±π/2), con r =

√
18 3
√

2L2
5 − 6 3

√
L8L5 − 60 3

√
2L4L6 + 3

√
4L2

8

30L4
3
√
L8

satisfacen λ1 = −λ2.

Los autovalores no están escritos por su extensión algebraica, esto concluye la de-

mostración del Teorema. 2

En la siguiente sección estudiaremos anaĺıticamente las soluciones periódicas de un

sistema Hamiltoniano con potencial polinomial de grado seis usando el método del

promedio de segundo orden.
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4.3. Sistema Hamiltoniano con potencial polino-

mial de grado seis

En esta sección consideraremos un Hamiltoniano perturbado de la forma:

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) + εV5(x, y) + ε2V6(x, y), (4.50)

donde x, y, px, py ∈ R y V5(x, y), V6(x, y) son polinomios homogéneos de la forma

V5(x, y) =
A

5
x5 +Bx3y2 +

1

5
Fxy4,

V6(x, y) =
Λ

6
x6 +

1

2
mx2y4 +

λ

6
y6.

Notemos que la función perturbada dada en (4.50) depende de seis parámetros reales.

El propósito es estudiar la existencia y estabilidad de soluciones periódicas para el

sistema hamiltoniano asociado a H.

Observación 4.7 Notar que cuando Λ = m = λ = 0, es decir, V6 ≡ 0 y el

parámetro ε = 1, la función Hamiltoniana (4.50) se reduce a

H =
1

2
(x2 + y2) +

1

2
(p2
x + p2

y) +
A

5
x5 +Bx3y2 +

1

5
Fxy4,

la cual fue estudiada en la sección 4.2. Nuestro propósito ahora es considerar el caso

cuando Λ,m, λ, son no nulos simultáneamente, y ε es un pequeño parámetro real.

El estudio bajo este enfoque ya es considerado en la literatura ver por ejemplo [24,

36, 43].

Consideremos el sistema Hamiltoniano asociado a (4.50)

ẋ = px,

ẏ = py,

ṗx = −x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2 +

1

5
Fy4

)
− ε2

(
mxy4 + Λx5

)
(4.51)

ṗy = −y − ε
(

2Bx3y +
4

5
Fxy3

)
− ε2

(
2mx2y3 + λy5

)
.

Para determinar soluciones periódicas del sistema (4.51) usaremos la teoŕıa del

promedio. Espećıficamente proporcionaremos a través del método del promedio de
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segundo orden las condiciones suficientes en los parámetros A,B, F,Λ,m y λ para

garantizar la existencia y determinar el tipo de estabilidad de soluciones periódicas

del sistema diferencial (4.51).

4.3.1. El promedio de segundo orden aplicado al sistema

hamiltoniano de grado seis

Con el propósito de utilizar el método del promedio de segundo orden tenemos

que la periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.51) es

necesario, por lo que introducimos el siguiente cambio de variables que permite

obtener un sistema 2π periódico. Consideremos el cambio de variable (x, y, px, py)→
(r, θ, ρ, α) ∈ IR+ × S1 × IR+ × S1 definida por

x = r cos θ, y = ρ cos(θ + α), px = r sin θ, py = ρ sin(θ + α),

para r > 0 y ρ > 0. El nivel de enerǵıa h de H en coordenadas polares es:

h =
1

2
(r2 + ρ2) + ε(

1

5
Ar5 cos5(θ) +Bρ2r3 cos3(θ) cos2(α + θ)

+
1

5
Fρ4r cos(θ) cos4(α + θ)) + ε2(

1

6
λρ6 cos6(α + θ)

+
1

2
mρ4r2 cos2(θ) cos4(α + θ) +

1

6
Λr6 cos6(θ)) (4.52)

y las nuevas ecuaciones de movimiento son dados por:

ṙ =
1

r
ε
(
−Ar5 sin(θ) cos4(θ)−3Br3(2h−r2) sin(θ) cos2(θ) cos2(α+θ)− 1

5
Fr(2h−

r2)2 sin(θ) cos4(α + θ)
)

+
1

r
ε2
(
− mr2(2h − r2)2 sin(θ) cos(θ) cos4(α + θ) −

Λr6 sin(θ) cos5(θ)
)
,

θ̇ =−1 − 1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2(2h − r2) cos3(θ) cos2(α + θ) +

1

5
F (2h −

r2)2 cos(θ) cos4(α+θ)
)

+
1

r
ε2
(
mr(2h−r2)2 cos2(θ) cos4(α+θ)+Λr5 cos6(θ)

)
,

ρ̇ =
1√

2h− r2
ε
(
− 2Br3(2h − r2) cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ) − 4

5
Fr(2h −

r2)2 cos(θ) sin(α + θ) cos3(α + θ)
)

+ ε2 1√
2h− r2

(
− (2h − r2)3λ sin(α +

θ) cos5(α + θ)− 2mr2(2h− r2)2 cos2(θ) sin(α + θ) cos3(α + θ)
)
,
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ρ̇ =
1√

2h− r2
ε
(
− 2Br3(2h − r2) cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ) − 4

5
Fr(2h −

r2)2 cos(θ) sin(α + θ) cos3(α + θ)
)

+ ε2 1√
2h− r2

(
− (2h − r2)3λ sin(α +

θ) cos5(α + θ)− 2mr2(2h− r2)2 cos2(θ) sin(α + θ) cos3(α + θ)
)
,

α̇ =
1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ)− 1√

2h− r2

(
2Br3

√
2h− r2 cos3(θ) cos2(α+θ)+

4

5
Fr(2h−

r2)3/2 cos(θ) cos4(α + θ)
)

+ 3Br2(2h − r2) cos3(θ) cos2(α + θ) +

1

5
F (2h − r2)2 cos(θ) cos4(α + θ)

)
+

1

r
ε2
(
− 1√

2h− r2

(
2mr2(2h −

r2)3/2 cos2(θ) cos4(α + θ) + λ(2h − r2)5/2 cos6(α + θ)
)

+ mr(2h −
r2)2 cos2(θ) cos4(α + θ) + Λr5 cos6(θ)

)
.

(4.53)

Observemos en este sistema que si tomamos la variable θ como la nueva variable

independiente en lugar de t, obtenemos la periodicidad necesaria para escribir el sis-

tema diferencial (4.53) en su forma estándar de modo que se pueda aplicar el método

del promedio de segundo orden. Reescribiendo el lado derecho del sistema (4.53) en

su desarrollo de series de Taylor de ε en una vecindad del origen y obtenemos el

siguiente sistema:

r′ =
1

5
ε sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α + θ) + F (r2 −

2h)2 cos4(α + θ)
)

+
1

25
ε2 sin(θ)

(
5(5mr(r2 − 2h)2 cos(θ) cos4(α + θ) +

5Λr5 cos5(θ)) − 1
r

cos(θ)
(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α +

θ) + F (r2 − 2h)2 cos4(α + θ)
)2
)

+O(ε3),

ρ′ =
2

5
ε
√

2h− r2 sin(α + θ) cos(α + θ)
(
5Br3 cos3(θ) − 2Fr(r2 −

2h) cos(θ) cos2(α + θ)
)

+
1

25
ε2
√

2h− r2 sin(α + θ) cos(α +

θ)
(

10r2(r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α + θ)(r2 cos4(θ)(2AF + 15B2) − 5m) −
50ABr6 cos8(θ)+5(r2−2h)2 cos4(α+θ)(5λ−14BFr2 cos4(θ))+4F 2(r2−
2h)3 cos2(θ) cos6(α + θ)

)
+O(ε3),
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α′ =ε
(
− Ar3 cos5(θ) + Br(r(3r + 2) − 6h) cos3(θ) cos2(α + θ) − 1

5r
F (r2 −

2h)(r(r+ 4)− 2h) cos(θ) cos4(α+ θ)
)

+
1

25r2
ε2
(

(5Ar4 cos5(θ)− 15Br2(r2−
2h) cos3(θ) cos2(α + θ) + F (r2 − 2h)2 cos(θ) cos4(α + θ))(5Ar4 cos5(θ) −
5Br2(r(3r + 2) − 6h) cos3(θ) cos2(α + θ) + F (r2 − 2h)(r(r + 4) −
2h) cos(θ) cos4(α + θ)) − 5r(5mr(r2 − 2h)(r(r + 2) − 2h) cos2(θ) cos4(α +

θ)− 5λ(r2 − 2h)2 cos6(α + θ) + 5Λr5 cos6(θ))
)

+O(ε3).

(4.54)

Recordemos que prima (′) es la derivada con respecto a la variable θ. El nuevo

sistema (4.54) es 2π-periódico en la variable θ. Restringiendo el sistema (4.54) a

cada nivel de enerǵıa positivo H = h, y resolviendo la ecuación (4.52) para ρ en

ε = 0, tenemos que

ρ =
√

2h− r2. (4.55)

Sustituyendo ρ en el sistema (4.54) obtenemos el siguiente sistema diferencial

r′ =
1

5
sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2 (r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α + θ) +

F (r2 − 2h)
2

cos4(α + θ)
)
ε +

1

25r
sin(θ) cos(θ)

(
25r6 cos4(θ)(Λ −

A2r2 cos4(θ)) − r2(r2 − 2h) cos4(α + θ)(r2 cos4(θ)(−20AFh + 6AFr2 +

75B2(r2 − 6h)) + 25m(2h − r2)) + 60ABr6(2r2 − 5h) cos6(θ) cos2(α +

θ) − 20BFr2(r2 − 2h)2(3h + r2) cos2(θ) cos6(α + θ) + F 2(r2 − 2h)3(2h +

3r2) cos8(α + θ)
)
ε2 +O(ε3),

α′ =
(
− Ar3 cos5(θ) + Br(5r2 − 6h) cos3(θ) cos2(α + θ) − 1

5r
F (r2 − 2h)(5r2 −

2h) cos(θ) cos4(α+θ)
)
ε+

1

25

(
25r4 cos6(θ)(A2r2 cos4(θ)−Λ)+cos2(θ) cos4(α+

θ)(r2 cos4(θ)(2AF (20h2 − 36hr2 + 9r4) + 225B2(r2 − 2h)2) − 25m(4h2 −
8hr2 + 3r4)) + 10ABr4(30h − 17r2) cos8(θ) cos2(α + θ) − 5(r2 −
2h) cos6(α + θ)(2BF (12h2 − 16hr2 + r4) cos4(θ) + 5λ(2h − r2)) +
1

r2
F 2 (r2 − 2h)

2
(4h2 − 4hr2 − 7r4) cos2(θ) cos8(α + θ)

)
ε2 +O(ε3).

(4.56)
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Notar que el sistema diferencial (4.56) tiene la forma estándar

r′ = F11ε+ F21ε
2 +O(ε3),

α′ = F12ε+ F22ε
2 +O(ε3), (4.57)

donde las funciones F1 = (F11, F12) y F2 = (F21, F22) son:

F11 =
1

5
sin(θ)

(
5Ar4 cos4(θ) − 15Br2(r2 − 2h) cos2(θ) cos2(α + θ) + F (r2 −

2h)2 cos4(α + θ)
)
,

F12 =−Ar3 cos5(θ) + Br(5r2 − 6h) cos3(θ) cos2(α + θ) − 1

5r
F (r2 − 2h)(5r2 −

2h) cos(θ) cos4(α + θ),

F21 =
1

25r
sin(θ) cos(θ)

(
25r6 cos4(θ)(Λ − A2r2 cos4(θ)) − r2(r2 − 2h) cos4(α +

θ)(r2 cos4(θ)(−20AFh + 6AFr2 + 75B2(r2 − 6h)) + 25m(2h − r2)) +

60ABr6(2r2 − 5h) cos6(θ) cos2(α + θ) − 20BFr2(r2 − 2h)2(3h +

r2) cos2(θ) cos6(α + θ) + F 2(r2 − 2h)3(2h+ 3r2) cos8(α + θ)
)
,

F22 =
1

25

(
25r4 cos6(θ)(A2r2 cos4(θ) − Λ) + cos2(θ) cos4(α +

θ)(r2 cos4(θ)(2AF (20h2 − 36hr2 + 9r4) + 225B2(r2 − 2h)2) − 25m(4h2 −
8hr2 + 3r4)) + 10ABr4(30h − 17r2) cos8(θ) cos2(α + θ) − 5(r2 −
2h) cos6(α + θ)

(
2BF (12h2 − 16hr2 + r4) cos4(θ) + 5λ(2h − r2)

)
+

1
r2
F 2 (r2 − 2h)

2
(4h2 − 4hr2 − 7r4) cos2(θ) cos8(α + θ)

)
.

(4.58)

Observe que la función promedio de primer orden es nula, pues

f1(r, α) =

∫ 2π

0

(F11, F12)dθ = (0, 0).

El método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f1 es idéntica-

mente nulo, por tanto la existencia de soluciones periódicas son obtenidas a través

del método del promedio de segundo orden. Utilizando la expresión dada en (4.29)
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determinamos la función promedio f2 = (f21, f22) donde

f21 =
1

4800
r(r2 − 2h)

(
r2 sin(4α)(r2 − 2h)(675B2 − 2F (A + 40B)) −

sin(2α)(B(735Ar4 + F (2h − r2)(294h + 685r2)) + 8(2h − r2)(F (42Fh −
r2(10A+ 21F ))− 75m) + 150B2(24hr2 − 5r4))

)
,

f22 =
1

12000

(
3
(
25(r4(63A2r2 + 50λ− 50Λ− 90m) + 40h2(5λ− 3m) + 40hr2(6m−

5λ)) + 100B(3hr4(35A − 3F ) + 10r6(F − 7A) + 28Fh3 − 36Fh2r2) +

900AFr2(2h2 − 3hr2 + r4) + 50B2(282h2r2 − 339hr4 + 85r6) + 7F 2(14h −
55r2)(r2−2h)2

)
+5 cos(2α)(B(735Ar4(3h−2r2)+F (2h−r2)(294h2+929hr2−

1370r4)) + 4(2h− r2)(40AFr2(r2−h) + 42F 2(2h2− 5hr2 + 2r4) + 75m(3r2−
2h))+150B2(48h2r2−51hr4 +10r6))+5r2 cos(4α)(r2−2h)(r2−h)(675B2−
2F (A+ 40B)

)
.

(4.59)

Ahora nuestro objetivo siguiendo el método del promedio de segundo orden es en-

contrar los ceros (r∗, α∗) del sistema

f21(r, α) = 0,

f22(r, α) = 0, (4.60)

de modo que el determinante de la matriz Jacobiana Jf2 evaluado en los ceros (r∗, α∗)

sea no nulo.

Observación 4.8 Note que el sistema (4.60) depende de los parámetros A,B,F , Λ,

m, λ, y la función polinomial f21(r, α) es de grado siete en la variable r, la cantidad

alta de parámetros hace dif́ıcil obtener de manera expĺıcita los ceros desde un punto

de vista computacional.

Dada esta complejidad computacional analizaremos algunos casos, donde mostramos

que śı es posible encontrar soluciones periódicas por el método del promedio de

segundo orden, estos casos son tres:

Caso 1: F = 0, m = 0, λ = 0.

Caso 2: F = 0, Λ = 0, m = 0.

Caso 3: F = 0, m = 0.
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En lo que sigue desarrollaremos cada uno de los casos determinadas anteriormente.

Caso 1: F = 0, m = 0, λ = 0.

Si F = 0, m = 0, λ = 0, entonces la función Hamiltoniana (4.51), se reduce a

H1 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2 1

6
Λx6, (4.61)

donde A,B y Λ son parámetros reales arbitrarios. El sistema hamiltoniano asociado

a (4.61) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
− ε2Λx5, (4.62)

p′y =− y − ε(2Bx3y).

La periodicidad del sistema hamiltoniano (4.62) es un requisito básico para deter-

minar soluciones periódicas v́ıa el método del promedio. Para eso introducimos el

cambio de variables en coordenadas polares de la siguiente manera

x = r cos θ, y = ρ cos(θ + α), px = r sin θ, py = ρ sin(θ + α), (4.63)

definidos para r > 0 y ρ > 0. El nivel de enerǵıa h de H1 en coordenadas polares es:

h =
1

2

(
r2 + ρ2

)
+ ε

(
1

5
Ar5 cos5(θ) +Bρ2r3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+ ε2 1

6
Λr6 cos6(θ),

(4.64)

y las ecuaciones de movimiento son dados por:

ṙ =
1

r
ε
(
−Ar5 sin(θ) cos4(θ)− 3Br3

(
2h− r2

)
sin(θ) cos2(θ) cos2(α + θ)

)
− ε2Λr5 sin(θ) cos5(θ),

θ̇ =− 1− 1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2

(
2h− r2

)
cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+ ε2Λr4 cos6(θ),

ρ̇ =− ε(2Br3
√

2h− r2 cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ)),

α̇ =
1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2

(
2h− r2

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− 2Br3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+ ε2Λr4 cos6(θ). (4.65)
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El sistema diferencial en su forma estándar es

r′ =
(
r2 sin(θ) cos2(θ)

(
Ar2 cos2(θ)− 3B

(
r2 − 2h

)
cos2(α + θ)

) )
ε

+
(1

5
r3 sin(θ) cos5(θ)

(
− 5A2r4 cos4(θ) + 12ABr2

(
2r2 − 5h

)
cos2(θ)

cos2(α + θ)− 15B2
(
r2 − 6h

) (
r2 − 2h

)
cos4(α + θ) + 5Λr2

))
ε2 +O(ε3),

α′ =
(
Br
(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− Ar3 cos5(θ)

)
ε+

(
A2r6 cos10(θ)

+
2

5
ABr4

(
30h− 17r2

)
cos8(θ) cos2(α + θ) + r2 cos6(θ)

(
9B2

(
r2 − 2h

)2

cos4(α + θ)− Λr2
))
ε2 +O(ε3).

En este caso la función promedio de segundo orden es f2 = (f21, f22) donde

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)

(
r2 − 2h

) (
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)

(
r2 − 2h

)
− 240Bh

)
,

f22 =
1

160
r2
(

63A2r4 +B cos(2α)
(
3hr2(49A− 170B) + 2r4(50B − 49A) + 480Bh2

)
+ 140ABr2

(
3h− 2r2

)
+ 45B2 cos(4α)

(
2h2 − 3hr2 + r4

)
+ 2B2

(
282h2 − 339hr2 + 85r4

)
− 50Λr2

)
. (4.66)

De acuerdo con el método del promedio de segundo orden, nuestro objetivo es en-

contrar los ceros (r∗, α∗) del sistema

f2i(r, α) = 0 para i = 1, 2, (4.67)

y luego verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jf2(r,α) en los ceros

(r∗, α∗) sea no nulo.

Antes de enunciar los resultados en este Caso 1, consideremos las notaciones sigu-

ientes en relación con los parámetros A,B y Λ:

J = 7Bh (4103A2 + 167260AB − 44500B2)− 2000Λ(49A− 50B).

L1 = 35721B2h2(A+ 3B)2 + 18900BhΛ(7B − 3A) + 2500Λ2.

L2 =245B2h2 (25532A2 − 13520AB + 53045B2) + 157500BhΛ(49B − 32A) +

562500Λ2.

L3 =30681A2B2h2−38766AB3h2−27300ABhΛ+11769B4h2+30300B2hΛ+2500Λ2.
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S =
(
3B2h2

(
10227A2 − 12922AB + 3923B2

)
+300BhΛ(101B−91A)+2500Λ2

)1/2
.

W =96880A2Bh − 913885AB2h + 49A(750Λ +
√
L2) − 10B(5915B2h + 12750Λ −

7
√
L2).

W1 =−96880A2Bh+ 913885AB2h+ 49A(
√
L2− 750Λ) + 10B(5915B2h+ 12750Λ +

7
√
L2).

Z1 =(63h(4A2 − 15AB − B2) − 50Λ +
√
L1)(189Bh(19A2 − 131AB + 60B2) +

50Λ(7A − 20B) +
√
L1(20B − 7A))(35721B2h2(A + 3B)2 + 18900BhΛ(7B −

3A) + 2
√
L1(189Bh(7B − 3A) + 50Λ) + 2500Λ2 − 3L1).

Z2 =(35721B2h2(A + 3B)2 + 18900BhΛ(7B − 3A) + 2500Λ2)(−6300hΛ(7A3 −
29A2B + 8AB2 + 170B3) + 11907Bh2(2A4− 23A3B + 408A2B2− 1171AB3 +

160B4) + 2500Λ2(7A− 20B)) +
√
L1(−157500hΛ2(14A3 + 5A2B − 311AB2 +

760B3)−595350Bh2Λ(−44A4 + 379A3B−1606A2B2 + 2123AB3 + 1020B4) +

2250423B2h3(50A5− 737A4B+ 3171A3B2− 4603A2B3 + 103AB4− 480B5) +

125000Λ3(7A− 20B)).

Z3 =
(
− 125000Λ3(6174A3h + 36932A2Bh − 8078AB2h + 49AS −

46180B3h + 40BS) + 2500hΛ2(S(6174A3 + 23555A2B − 4151AB2 −
34060B3) + 18Bh(254457A4 + 154987A3B − 532371A2B2 − 628383AB3 +

797470B4)) + 3B2h3(3Bh(10227A2 − 12922AB + 3923B2)(403074A4 −
176449A3B − 873404A2B2 + 502187AB3 + 196020B4) + S(64919610A5 −
16578219A4B − 361935217A3B2 + 594355419A2B3 − 355367061AB4 +

71604740B5)) + 150Bh2Λ(−283219902A5Bh+ 1764A4(179305B2h− 547S) +

49A3(9786548B3h + 4733BS) + 14A2B2(84257S − 44422812B2h) +

A(1280909B3S − 85331526B5h) + 20B4(10242937B2h − 93918S)) +

6250000Λ4(49A+ 40B)
)
.

Z4 =
(

37100140182A6B3h4 − 9261A5B2h3(6815419B2h + 4587300Λ + 21030S) +

441A4Bh2(−103489172B4h2 + 7B2h(15369000Λ + 16111S) + 600Λ(43275Λ +

547S)) + 147A3h(963047970B6h3 + B4h2(489327400Λ + 7386433S) +

50B2hΛ(948900Λ−4733S)−105000Λ2(50Λ+S))−7A2Bh(10171192842B6h3+

27B4h2(493586800Λ + 9434213S) + 300B2hΛ(11407950Λ + 84257S) +

12500Λ2(52760Λ + 673S)) + 7A(−723716793B8h4 + 9B6h3(16922241S −
203170300Λ) − 150B4h2Λ(26930700Λ + 182987S) + 2500B2hΛ2(57700Λ +

593S) + 875000Λ3(50Λ + S)) + 20B(346043907B8h4 + 3B6h3(512146850Λ −
3580237S)+900B4h2Λ(1993675Λ+15653S)+2500B2hΛ2(115450Λ+1703S)+

250000Λ3(50Λ + S))
)
.
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Z5 =
(
(245B2h2

(
25532A2 − 13520AB + 53045B2

)
+ 157500BhΛ(49B − 32A) +

562500Λ)2 + 105Bh(32A− 49B)− 750Λ
)2
.

Z6 =2744Bh2
√
Z5(467A2 − 2900AB + 1250B2)3(Bh(15J3W (343A + 10B) +

60J2W 2(791A − 1885B) + 8JW 3(5327A − 16090B) − 20W 4(329A +

890B) + 8100BJ4) + 1000ΛW 2(−6J2 − 4JW + 3W 2)) − 98hZ5(467A2 −
2900AB + 1250B2)2(3Bh(7A2W 2(6137J2 + 8240JW − 1525W 2) −
14ABW (2520J3 + 27890J2W + 23477JW 2 − 4810W 3) − 60B2(450J4 −
240J3W − 8063J2W 2− 7613JW 3− 116W 4)) + 200ΛW 2(10B(36J2 + 17JW −
18W 2) − 49AJW )) + 384160B3h4(467A2 − 2900AB + 1250B2)4(90J4 +

120J3W − 494J2W 2 − 796JW 3 − 243W 4) + 21Z
3/2
5 (467A2 − 2900AB +

1250B2)(BW 2(−7A2h(37165J2+53640JW−5377W 2)−2000Λ(18J2+5JW−
9W 2)) + 196AJW 3(189A2h + 50Λ) + 14AB2hW (6615J3 + 104150J2W +

79497JW 2 − 22430W 3) + 20B3h(4050J4 − 2025J3W − 63053J2W 2 −
48015JW 3 + 5849W 4)) + 18Z2

5 (BJ2W 2(−31619A2 + 146300AB− 97400B2) +

3JW 3(49A − 50B)(63A2 − 280AB + 365B2) + BW 4(203A2 − 41300AB +

16250B2) + 90B2J3W (49A− 50B) + 8100B3J4).
Z7 =1800B3(14(467A2 − 2900BA + 1250B2)h + 3

√
Z5)2(98(467A2 − 2900BA +

1250B2)2h2 + 21(467A2 − 2900BA + 1250B2)
√
Z5h + 9Z5)J4

1 +

30B2W1(1536640B(467A2 − 2900BA + 1250B2)4h4 + 1372(343A +

10B)(467A2−2900BA+1250B2)3
√
Z5h

3+7056(49A−20B)(467A2−2900BA+

1250B2)2Z5h
2 + 189(343A − 150B)(467A2 − 2900BA + 1250B2)Z

3/2
5 h +

54(49A−50B)Z2
5 )J3

1 +BW 2
1 (−189775040B2(467A2−2900BA+1250B2)4h4 +

164640(467A2 − 2900BA + 1250B2)3((791A − 1885B)Bh − 100Λ)
√
Z5h

2 −
294(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(42959hA2 − 390460BhA + 483780B2h +

24000Λ)Z5h − 18(31619A2 − 146300BA + 97400B2)Z2
5 − 105(467A2 −

2900BA+ 1250B2)(52031hA2− 291620BhA+ 252212B2h+ 7200Λ)Z
3/2
5 )J2

1 −
2W 3

1 (14(467A2−2900BA+1250B2)h+3
√
Z5)(10921120B3(467A2−2900BA+

1250B2)3h3 + 784B(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(B(13105B − 5327A)h +

500Λ)
√
Z5h + 9(50B − 49A)(63A2 − 280BA + 365B2)Z

3/2
5 + 7(467A2 −

2900BA + 1250B2)(21B(4120A2 − 17389BA + 17650B2)h + 100(50B −
49A)Λ)Z5)J1 + BW 4

1 (−93350880B2(467A2 − 2900BA + 1250B2)4h4 −
54880(467A2 − 2900BA + 1250B2)3(B(329A + 890B)h − 150Λ)

√
Z5h

2 +

1470(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(2135hA2 − 13468BhA − 1392B2h +

2400Λ)Z5h + 18(203A2 − 41300BA + 16250B2)Z2
5 + 21(467A2 − 2900BA +

1250B2)(37639hA2 − 314020BhA+ 116980B2h+ 18000Λ)Z
3/2
5 ).
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Z8 =
(
(245B2h2

(
25532A2 − 13520AB + 53045B2

)
+ 157500BhΛ(49B − 32A) +

562500Λ)1/2 + 105Bh(49B − 32A) + 750Λ
)2
.

Z9 =−2744Bh2
√
Z8(467A2 − 2900AB + 1250B2)3(Bh(15J3W (343A + 10B) +

60J2W 2(791A − 1885B) + 8JW 3(5327A − 16090B) − 20W 4(329A +

890B) + 8100BJ4) + 1000ΛW 2(−6J2 − 4JW + 3W 2)) − 98hZ8(467A2 −
2900AB + 1250B2)2(3Bh(7A2W 2(6137J2 + 8240JW − 1525W 2) −
14ABW (2520J3 + 27890J2W + 23477JW 2 − 4810W 3) − 60B2(450J4 −
240J3W − 8063J2W 2− 7613JW 3− 116W 4)) + 200ΛW 2(10B(36J2 + 17JW −
18W 2) − 49AJW )) + 384160B3h4(467A2 − 2900AB + 1250B2)4(90J4 +

120J3W − 494J2W 2 − 796JW 3 − 243W 4) − 21Z
3/2
8 (467A2 − 2900AB +

1250B2)(BW 2(−7A2h(37165J2+53640JW−5377W 2)−2000Λ(18J2+5JW−
9W 2)) + 196AJW 3(189A2h + 50Λ) + 14AB2hW (6615J3 + 104150J2W +

79497JW 2 − 22430W 3) + 20B3h(4050J4 − 2025J3W − 63053J2W 2 −
48015JW 3 + 5849W 4)) + 18Z2

8 (BJ2W 2(−31619A2 + 146300AB− 97400B2) +

3JW 3(49A − 50B)(63A2 − 280AB + 365B2) + BW 4(203A2 − 41300AB +

16250B2) + 90B2J3W (49A− 50B) + 8100B3J4).
Z10 =1800B3(14(467A2 − 2900BA + 1250B2)h − 3

√
Z8)2(98(467A2 − 2900BA +

1250B2)2h2 − 21(467A2 − 2900BA + 1250B2)
√
Z8h + 9Z8)J4

1 +

30B2W1(1536640B(467A2 − 2900BA + 1250B2)4h4 − 1372(343A +

10B)(467A2−2900BA+1250B2)3
√
Z8h

3+7056(49A−20B)(467A2−2900BA+

1250B2)2Z8h
2 + 189(150B − 343A)(467A2 − 2900BA + 1250B2)Z

3/2
8 h +

54(49A−50B)Z2
8 )J3

1 +BW 2
1 (−189775040B2(467A2−2900BA+1250B2)4h4 +

164640(467A2 − 2900BA + 1250B2)3(B(1885B − 791A)h + 100Λ)
√
Z8h

2 −
294(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(42959hA2 − 390460BhA + 60(8063hB2 +

400Λ ))Z8h − 18(31619A2 − 146300BA + 97400B2)Z2
8 + 105(467A2 −

2900BA+ 1250B2)(52031hA2− 291620BhA+ 252212B2h+ 7200Λ)Z
3/2
8 )J2

1 −
2W 3

1 (14(467A2−2900BA+1250B2)h−3
√
Z8)(10921120B3(467A2−2900BA+

1250B2)3h3 − 784B(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(B(13105B − 5327A)h +

500Λ)
√
Z8h + 9(49A − 50B)(63A2 − 280BA + 365B2)Z

3/2
8 + 7(467A2 −

2900BA + 1250B2)(21B(4120A2 − 17389BA + 17650B2)h + 100(50B −
49A)Λ)Z8)J1 + BW 4

1 (−93350880B2(467A2 − 2900BA + 1250B2)4h4 +

54880(467A2 − 2900BA + 1250B2)3(B(329A + 890B)h − 150Λ)
√
Z8h

2 +

1470(467A2 − 2900BA + 1250B2)2(2135hA2 − 13468BhA − 1392B2h +

2400Λ)Z8h + 18(203A2 − 41300BA + 16250B2)Z2
8 − 21(467A2 − 2900BA +

1250B2)(37639hA2 − 314020BhA+ 116980B2h+ 18000Λ)Z
3/2
8 ).
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Z11 =
(
B(−(A − 5B))(A − B)

(
− 50Λ

(
378Bh(3A − 7B) +

√
L1

)
+

189Bh
(
189Bh(A + 3B)2 +

√
L1(3A − 7B)

)
+ 2500Λ2

)(
−

2500Λ2
(
63h(14A3 + 5A2B − 311AB2 + 760B3) + L1(7A − 20B)

)
+

3150hΛ
(
2L1(7A3 − 29A2B + 8AB2 + 170B3) − 189Bh(−44A4 +

379A3B − 1606A2B2 + 2123AB3 + 1020B4)
)

+ 11907Bh2
(√

L1(−2A4 +

23A3B − 408A2B2 + 1171AB3 − 160B4) + 189Bh(50A5 − 737A4B +

3171A3B2−4603A2B3 +103AB4−480B5)
)

+125000Λ3(7A−20B)
))1/2

.

Z12 =
(
B(−(A − 5B))(A − B)(−50Λ(378Bh(3A − 7B) +
√
L1) + 189Bh(189Bh(A + 3B)2 +

√
L1(3A − 7B)) +

2500Λ2)(−2500Λ2(63h(14A3 + 5A2B − 311AB2 + 760B3) +
√
L1(7A − 20B)) + 3150hΛ(2

√
L1 (7A3 − 29A2B + 8AB2 + 170B3) −

189Bh(−44A4 + 379A3B − 1606A2B2 + 2123AB3 + 1020B4)) +

11907Bh2(
√
L1 (2A4 − 23A3B + 408A2B2 − 1171AB3 + 160B4) +

189Bh(50A5 − 737A4B + 3171A3B2 − 4603A2B3 + 103AB4 − 480B5)) +

125000Λ3(7A− 20B))
)1/2

.

Z13 =
(
− B (63A2 − 182BA+ 115B2) (−312500000(49A + 40B)Λ5 +

6250000(
√
L3(49A + 40B) + (6174A3 + 50309BA2 − 12005B2A −

58300B3)h)Λ4 − 250000h(
√
L3(3087A3 + 18466BA2 − 4039B2A −

23090B3) + 3B(1044288A4 + 1744057BA3 − 3644186B2A2 −
3530695B3A + 4591100B4)h)Λ3 + 15000Bh2(7

√
L3(109053A4 +

79212BA3−254665B2A2−276122B3A+ 360830B4) +B(338730336A5−
272962683BA4− 705348581B2A3 + 242001963B3A2 + 1101068745B4A−
713739500B5)h)Λ2 − 450B2h3(42

√
L3(2426823A5 − 2732352BA4 −

4338236B2A3 + 4857162B3A2 + 2503461B4A − 2787290B5) +

B(25789366008A6 − 47686192743BA5 − 42284241692B2A4 +

151637385382B3A3 − 108280941972B4A2 + 13847757385B5A +

7182184000B6)h)Λ + 9B3h4(
√
L3(5014961154A6 − 7539282345BA5 −

18166337028B2A4 + 53185791778B3A3 − 50139613818B4A2 +

20922606831B5A − 3231546140B6) + B(10227A2 − 12922BA +

3923B2)(87479406A5 − 93440109BA4 − 273455231B2A3 +

498046941B3A2 − 227008131B4A+ 6105340B5)h))
)1/2

.
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Z14 =
(
− B(63A2 − 182BA + 115B2)(−312500000(49A + 40B)Λ5 −

6250000(
√
L3(49A + 40B) + (−6174A3 − 50309BA2 + 12005B2A +

58300B3)h)Λ4 − 250000h(
√
L3(−3087A3 − 18466BA2 + 4039B2A +

23090B3) + 3B(1044288A4 + 1744057BA3 − 3644186B2A2 −
3530695B3A + 4591100B4)h)Λ3 − 15000Bh2(7

√
L3(109053A4 +

79212BA3−254665B2A2−276122B3A+360830B4)+B(−338730336A5+

272962683BA4 + 705348581B2A3− 242001963B3A2− 1101068745B4A+

713739500B5)h)Λ2 − 450B2h3(42
√
L3(−2426823A5 + 2732352BA4 +

4338236B2A3 − 4857162B3A2 − 2503461B4A + 2787290B5) +

B(25789366008A6 − 47686192743BA5 − 42284241692B2A4 +

151637385382B3A3 − 108280941972B4A2 + 13847757385B5A +

7182184000B6)h)Λ + 9B3h4(
√
L3(−5014961154A6 + 7539282345BA5 +

18166337028B2A4 − 53185791778B3A3 + 50139613818B4A2 −
20922606831B5A + 3231546140B6) + B(10227A2 − 12922BA +

3923B2)(87479406A5 − 93440109BA4 − 273455231B2A3 +

498046941B3A2 − 227008131B4A+ 6105340B5)h))
)1/2

.

Además para el nivel de enerǵıa positiva H1 = h consideremos los siguientes con-

juntos:

Σ1
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 :

∣∣∣∣63A2h− 70ABh− 28B2h− 25Λ

(7A+ 10B)Bh

∣∣∣∣ < 7

2
,(

7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ
)(

63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ
)
6= 0,

(7A+ 10B)B 6= 0
}

Σ2
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L1 > 0,

189Bh(7B − 3A) + 50Λ−
√
L1

(A− 5B)(A−B)
> 0,

B(A− 5B)(A−B)Z1 6= 0
}

Σ3
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L1 > 0,

189Bh(7B − 3A) + 50Λ +
√
L1

(A− 5B)(A−B)
> 0,

B(A− 5B)(A−B)Z2 6= 0
}
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Σ4
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 :

3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S
126A2 − 364AB + 230B2

> 0,

B
(
63A2 − 182AB + 115B2

)(
126A2 − 364AB + 230B2

)
Z3 6= 0

}
Σ5
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 :

3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
> 0,

B
(
63A2 − 182AB + 115B2

)(
126A2 − 364AB + 230B2

)
Z4 6= 0

}
Σ6
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L2 > 0,

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BWZ5Z6 6= 0,∣∣∣∣WJ

∣∣∣∣ < 1,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
< 0
}

Σ7
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L2 > 0,

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BW1Z5Z7 6= 0,∣∣∣∣W1

J

∣∣∣∣ < 1,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
< 0
}

Σ8
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L2 > 0,

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BWZ8Z9 6= 0,∣∣∣∣WJ

∣∣∣∣ < 1,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
> 0
}

Σ9
ABΛ =

{
(A,B,Λ) ∈ IR3 : L2 > 0,

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BW1Z8Z10 6= 0,∣∣∣∣W1

J

∣∣∣∣ < 1,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
> 0
}
.

El resultado principal en este Caso 1 en relación a la existencia de soluciones

periódicas del sistema (4.61) es:

Teorema 4.3 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H1 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y Λ números reales arbitrarios, el sistema hamilto-

niano (4.62) tiene familias de soluciones periódicas ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε),

py(t, ε)) donde

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε).

Las soluciones son contadas como sigue, existe
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(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ1
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h

))
(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ2

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√189Bh(7B − 3A) + 50Λ−
√
L1

126(A− 5B)(A−B)
, 0


(c) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ3

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√189Bh(7B − 3A) + 50Λ +
√
L1

126(A− 5B)(A−B)
, 0


(d) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ4

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)

(e) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ5
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)

(f) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ6
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√−3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W

J

)
(g) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ) ∈ Σ7

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√−3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W1

J

)
(h) al menos una familia de soluciones periódicas śı (A,B,Λ) ∈ Σ8

ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W

J

)
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(i) al menos una familia de soluciones periódicas śı (A,B,Λ) ∈ Σ9
ABΛ, y

(r∗, α∗) =

√3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,−1

2
arcsec

(
W1

J

) ,

donde las expresiones J, L1, L2, S,W,W1 son dadas previa al Teorema 4.3.

Demostración. De (4.66) se tiene que

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)

(
r2 − 2h

) (
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)

(
r2 − 2h

)
− 240Bh

)
.

Resolviendo la ecuación f21(r, α) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:

Condición 1.1: r = 0,

Condición 1.2: r =
√

2h,

Condición 1.3: sin(2α) = 0,

Condición 1.4: (r2(50B − 49A) + 90B cos(2α) (r2 − 2h)− 240Bh) = 0.

En lo que sigue analizaremos cada condición y en algunos casos se obtendrán sub-

condiciones.

Condición 1.1: r = 0. Sustituyendo r en (4.66), obtenemos

f21 = f22 = 0.

Observe que en esta condición la matriz jacobiana de f2 es nulo y por tanto el

método del promedio no da información sobre soluciones periódicas.

Condición 1.2: Si r =
√

2h, tenemos que la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable α

es

f22(
√

2h, α) =
1

40
h2
(
14h(9A2 − 10AB − 4B2)− 7Bh cos(2α)(7A+ 10B)− 50Λ

)
.

Resolviendo la ecuación f22(
√

2h, α) = 0, obtenemos que los valores de α son

α∗ =
n

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h

)
+ kπ,
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donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Por la periodicidad de la función coseno, es suficiente

considerar k ∈ {0, 1}. Asi tenemos cuatro ceros del tipo

(r∗, α∗) =

(√
2h,

n

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h

)
+ kπ

)
, (4.68)

donde n = −1, 1, k = 0, 1 y estos ceros están bien definidos para los valores de los

parámetros A,B y Λ si se satisface

(7A+ 10B)B 6= 0,

∣∣∣∣63A2h− 70ABh− 28B2h− 25Λ

(7A+ 10B)Bh

∣∣∣∣ < 7

2
. (4.69)

El Jacobiano de f2 evaluado en estos ceros (r∗, α∗) es

Jf2(
√

2h,α∗) =
1

400

(
7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ

)(
63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ

)
h4,

que es no nulo śı(
7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ

)(
63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ

)
6= 0. (4.70)

Aśı aplicando el método del promedio de segundo orden se puede ver que los cuatro

ceros (4.68) corresponden a diferentes condiciones iniciales de la misma solución

periódicas del sistema diferencial (4.62). Por tanto existe al menos una solución del

sistema y esto completa la demostración del Teorema 4.3 parte (a).

Observación 4.9 Note que las condiciones sobre los parámetros A, B y Λ dados

en (4.69) y (4.70) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.6).

Figura 4.6: Región en el espacio de parámetros (A,B,Λ) ∈ Σ1
ABΛ.
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Condición 1.3: sin(2α) = 0 ⇔ α =
kπ

2
con k ∈ Z, debido a la periodicidad de la

función seno, el estudio se separa en los subcasos k = 0, 2 y k ± 1.

Subcondición 1.3.1: Si α = 0, π ( es decir k = 0, 2), tenemos que la función

f21 ≡ 0 y f22 en la variable r es:

f22(r, 0) =
1

160

(
63r2

(
r2(5B − A))− 6Bh

) (
r2(B − A)− 3Bh

)
− 50Λr4

)
.

Resolviendo la ecuación f22(r, 0) = 0, obtenemos como ráıces a:
r∗1 =

√
189Bh(7B − 3A) + 50Λ−

√
L1

126(A− 5B)(A−B)
,

r∗2 =

√
189Bh(7B − 3A) + 50Λ +

√
L1

126(A− 5B)(A−B)
.

Notar que el sistema (4.67) tiene dos ceros (r∗, α∗), el primero es

(r∗1, α
∗) =

√189Bh(7B − 3A) + 50Λ−
√
L1

126(A− 5B)(A−B)
, 0

 , (4.71)

que está bien definido si

L1 > 0, (A− 5B)(A−B) 6= 0,
189Bh(7B − 3A) + 50Λ−

√
L1

(A− 5B)(A−B)
> 0. (4.72)

Evaluando el Jacobiano Jf2(r,α) en el cero (r∗1, α
∗) se tiene

Jf2(r∗1 ,0) =
B
(
189Bh(3A− 7B)− 50Λ +

√
L1

)2
Z1

116143430860800(A− 5B)5(A−B)5
,

que es no nulo si

B(A− 5B)(A−B)Z1 6= 0, (4.73)

donde L1 y Z1 son expresiones dadas previa al Teorema 4.3. El segundo cero (r∗, α∗)

del sistema (4.67) es

(r∗2, α
∗) =

(√
189Bh(7B − 3A) + 50Λ +

√
L1√

42(A− 5B)(A−B)
, 0

)
, (4.74)
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que está bien definido si

L1 > 0, (A− 5B)(A−B) 6= 0,
189Bh(7B − 3A) + 50Λ +

√
L1

(A− 5B)(A−B)
> 0. (4.75)

Evaluando el Jacobiano Jf2(r,α) en el cero (r∗2, α
∗) se tiene

Jf2(r∗2 ,α
∗) =

B
(
189Bh(7B − 3A) + 50Λ +

√
L1

)2
Z2

14517928857600(A− 5B)5(A−B)5
,

que es no nulo si

B(A− 5B)(A−B)Z2 6= 0, (4.76)

donde Z2 es la expresión dada previa al Teorema 4.3. Por tanto podemos aplicar el

método del promedio de segundo orden para concluir que los ceros en (4.71) y (4.74)

proporcionan al menos dos familias de soluciones periódicas del sistema diferencial

(4.62). Esto completa la demostración del Teorema 4.3 en los apartados (b) y (c).

Observación 4.10 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B,Λ en (4.72)

y (4.73) aśı como (4.75) y (4.76) forman conjuntos no vaćıos (ver Figura 4.7).

Figura 4.7: Regiones en el espacio de parámetros (A,B,Λ) ∈ Σi
ABΛ, i = 2, 3.

(A,B,Λ) ∈ Σ2
ABΛ (A,B,Λ) ∈ Σ3

ABΛ

Subcondición 1.3.2: Si α = ±π
2

(es decir para k = ±1), tenemos que la función

f21 ≡ 0 y f22 en la variable r es:

f22(r,±π/2) =
1

160
r2
(
63A2r4 + 91ABr2

(
3h− 2r2

)
+B2

(
174h2 − 303hr2 + 115r4

)
− 50Λr2

)
.
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Resolviendo la ecuación f22(r,±π/2) = 0, tenemos como ráıces a

r∗1 =

√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
, r∗2 =

√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
,

Notemos que el sistema (4.67) tiene cuatro ceros (r∗, α∗) dados por

(r∗1, α
∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)
, (4.77)

(r∗2, α
∗) =

(√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
,±π/2

)
. (4.78)

Los ceros (r∗1, α
∗) están bien definidos para valores de los parámetros A,B y Λ tal

que

126A2 − 364AB + 230B2 6= 0,
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
> 0. (4.79)

El Jacobiano de f2 evaluado en (4.77) es

Jf2(r∗1 ,α
∗) = −

B
(
3Bh(91A− 101B)− 50Λ + S

)2
Z3

102400 (63A2 − 182AB + 115B2)5 ,

que es no nulo si

B
(
63A2 − 182AB + 115B2

)
Z3 6= 0. (4.80)

Además los ceros (4.78) del sistema (4.67) están bien definidos para los valores de

los parámetros A,B y Λ tal que

(126A2 − 364AB + 230B2) 6= 0,
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
> 0. (4.81)

El Jacobiano de f2 evaluado en (r∗2, α
∗) es

Jf2(r∗2 ,α
∗) = − 1

102400 (63A2 − 182AB + 115B2)5B(3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S)2Z4,

que es no nulo si

B
(
63A2 − 182AB + 115B2

)
Z4 6= 0, (4.82)

donde S,Z3 y Z4 son expresiones dadas previa al Teorema 4.3. Por el método del

promedio de segundo orden concluimos que los ceros (4.77) y (4.78) proporcionan al

menos cuatro familias de soluciones periódicas del sistema diferencial (4.62). Esto

completa la demostración del Teorema 4.3 en los apartados (d) y (e).
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Observación 4.11 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B,Λ en (4.79)

y (4.80) aśı como (4.81) y (4.82) forman conjuntos no vaćıos (ver Figura 4.8).

Figura 4.8: Regiones en el espacio de parámetros (A,B,Λ) ∈ Σi
ABΛ, i = 4, 5.

(A,B,Λ) ∈ Σ4
ABΛ (A,B,Λ) ∈ Σ5

ABΛ

Condición 1.4: Si consideramos

r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)
(
r2 − 2h

)
− 240Bh = 0,

entonces tenemos α escrito en términos de r como

α =
n

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
+ kπ,

donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Debido a la periodicidad de la función coseno se debe

considerar los casos k = 0 y k = 1. Podemos notar que el caso k = 1 genera una

complejidad computacional para localizar ceros expĺıcitos de la función f22(r, α). Por

lo que sólo consideramos el caso k = 0.

Si k = 0, entonces α = −1

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
, la función f22 en

la variable r es:

f22(r, α) =
7

14400
r2
(
r4(467A2 − 2900AB + 1250B2) + 90Bhr2(32A− 49B)

+ 1980B2h2
)
− 5Λr4

16
.
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Resolviendo la ecuación f22(r, α) = 0, obtenemos las siguientes ráıces:
r∗1 =

√
−3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
,

r∗2 =

√
3

7

(
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2

)
.

Sustituyendo r∗1 y r∗2 en α, se tiene

α∗1 = −1

2
arcsec

(
W

J

)
, α∗2 = −1

2
arcsec

(
−W1

J

)
,

donde las expresiones J, L2,W y W1 son dadas previa al Teorema 4.3. Notar que el

sistema (4.67) tiene cuatro ceros:

(r∗1, α
∗
1) (r∗1, α

∗
2) (r∗2, α

∗
1) y (r∗2, α

∗
2). (4.83)

El primer cero (r∗1, α
∗
1) está bien definido si

L2 > 0,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
< 0,∣∣∣∣WJ

∣∣∣∣ < 1, (467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0. (4.84)

El Jacobiano de f2 evaluado en el cero (r∗1, α
∗
1) es

Jf2(r∗1 ,α
∗
1) =

81BZ5Z6

3011814400W 4 (467A2 − 2900AB + 1250B2)6 ,

que es no nulo si (
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BWZ5Z6 6= 0. (4.85)

donde las expresiones Z5 y Z6 son dadas previa al Teorema 4.3. El segundo cero

(r∗1, α
∗
2) está bien definido para valores de los parámetros A,B y Λ tal que

L2 > 0,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
< 0,∣∣∣∣W1

J

∣∣∣∣ < 1, (467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0. (4.86)

El Jacobiano de f2 evaluado en el cero (r∗1, α
∗
2) se tiene

Jf2(r∗1 ,α
∗
2) =

81BZ5Z7

3011814400W 4
1 (467A2 − 2900AB + 1250B2)6 ,
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que es no nulo si (
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BW1Z5Z7 6= 0, (4.87)

donde la expresión Z7 es dada previa al Teorema 4.3. El tercer cero (r∗2, α
∗
1) está bien

definido si

L2 > 0,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
> 0,∣∣∣∣WJ

∣∣∣∣ < 1, (467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0. (4.88)

El Jacobiano de f2 evaluado en (r∗2, α
∗
1) es

Jf2(r∗2 ,α
∗
1) =

81BZ8Z9

3011814400W 4 (467A2 − 2900AB + 1250B2)6 ,

el cual es no nulo si(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BWZ8Z9 6= 0, (4.89)

donde las expresiones Z8 y Z9 son dadas previa al Teorema 4.3. Finalmente el cuarto

cero (r∗2, α
∗
2) está bien definido para los valores de los parámetros A,B y Λ que

satisfacen las condiciones:

L2 > 0,
105Bh(32A− 49B)− 750Λ +

√
L2

467A2 − 2900AB + 1250B2
> 0,∣∣∣∣W1

J

∣∣∣∣ < 1, (467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0. (4.90)

El Jacobiano de f2 evaluado en el cero (r∗2, α
∗
2) se tiene

Jf2(r∗2 ,α
∗
2) =

81BZ8Z10

3011814400W 4
1 (467A2 − 2900AB + 1250B2)6 ,

que es no nulo si (
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
BW1Z8Z10 6= 0, (4.91)

donde la expresión Z10 es dada previa al Teorema 4.3. Aplicando el método del

promedio de segundo orden en esta Condición 1.4 obtenidos en (4.83) proporcionan

al menos cuatro familias de soluciones periódicas del sistema diferencial (4.62). Esto

completa la demostración del Teorema 4.3 en los apartados (f), (g), (h) e (i).
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Observación 4.12 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B,Λ dados en

(4.124)-(4.125) aśı como (4.86)-(4.87), (4.88)-(4.89) y (4.90)-(4.91) forman conjuntos

no vaćıos (ver Figura 4.9).

Figura 4.9: Regiones en el espacio de parámetros (A,B,Λ) ∈ Σi
ABΛ, i = 6, ..., 9.

(A,B,Λ) ∈ Σ6
ABΛ

(A,B,Λ) ∈ Σ7
ABΛ

(A,B,Λ) ∈ Σ8
ABΛ (A,B,Λ) ∈ Σ9

ABΛ

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periódicas en el

caso 1. 2
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Corolario 4.2 La familia de soluciones periódicas (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε), py(t, ε))

del sistema hamiltoniano (4.19) obtenidos a partir de los ceros (r∗, α∗) de la función

promedio, en cada nivel de enerǵıa positiva H1 = h son dados por

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =ρ∗ cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =ρ∗ sin(t+ α∗) +O(ε).

A continuación presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periódicas

determinadas en el Teorema 4.3.

Teorema 4.4 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periódicas del Teo-

rema 4.3 son inestables.

Demostración. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periódicas

dadas en el Teorema 4.3 se aplicará el Teorema 2.6 que dice que el tipo de estabilidad

de las soluciones periódicas viene dado por el signo de los autovalores λ1 y λ2 de la

matriz jacobiana Jf2(r,α) evaluada en los ceros (r∗, α∗).

(i) Las dos familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.3 parte (a) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los

ceros (r∗, α∗) son

λ1 = − 7

20
Bh3(7A+ 10B)

√
1− (126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)2

(49ABh+ 70B2h)2 ,

λ2 = −λ1.

Notar que la condición de estabilidad sobre los parámetros A,B,Λ es no vaćıa

si (A,B,Λ) ∈ Σ1
ABΛ y

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h

)
< 1.

(ii) La familia de soluciones periódicas en el Teorema 4.3 parte (b) son inestables,

pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los ceros (r∗, α∗)
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son

λ1 =− 1

3810240(A− 5B)2(A−B)2
√

(A− 5B)(A−B)√
189Bh(7B − 3A) + 50Λ−

√
L1

(A− 5B)(A−B)
)Z11,

λ2 =− λ1,

donde la expresión Z11 es dada previa al Teorema 4.3. Podemos observar

que la condición de estabilidad sobre los parámetros A,B,Λ es no vaćıa si

(A,B,Λ) ∈ Σ2
ABΛ, (A− 5B)(A−B) > 0.

(iii) La familia de soluciones periódicas del Teorema 4.3 parte (c) son inestables,

pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los ceros (r∗, α∗)

son:

λ1 =− 1

3810240(A− 5B)2(A−B)2
√

(A− 5B)(A−B)√
189Bh(7B − 3A) + 50Λ−

√
L1

(A− 5B)(A−B)
Z12,

λ2 =− λ1,

donde la expresión Z12 es dada previa al Teorema 4.3. En este caso la condición

de estabilidad sobre los parámetros A,B,Λ es no vaćıa si (A,B,Λ) ∈ Σ3
ABΛ,

(A− 5B)(A−B) > 0.

(iv) Las dos familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.3 parte (d) son

inestables, pues

Los autovalores de la matriz Jacobiana Jf2 evaluada en

(r1, π/2) con r1 =

√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ− S

126A2 − 364AB + 230B2
, son:

λ1 =− 1

160 (63A2 − 182BA+ 115B2)5/2

√
3B(101B − 91A)h+ 50Λ− S

126A2 − 364BA+ 230B2
Z13

λ2 =− λ1,

donde la expresión Z13 es dada previa al Teorema 4.3. Se puede observar

que la condición de estabilidad sobre los parámetros A,B,Λ es no vaćıa si

(A,B,Λ) ∈ Σ4
ABΛ, (63A2 − 182AB + 115B2) > 0.
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Los autovalores de la matriz Jacobiana Jf2 evaluada en (r1,−π/2) son:

λ1 = − 1

160 (63A2 − 182BA+ 115B2)5/2

√
3B(101B − 91A)h+ 50Λ +

√
L3

126A2 − 364BA+ 230B2
Z14,

λ2 = −λ1,

que satisfacen λ1 = −λ2, donde la expresión Z14 es dada previa al Teorema 4.3.

Los autovalores de la matriz Jacobiana Jf2 evaluada en (r∗, α∗) = (r2, π/2)

con r2 =

√
3Bh(101B − 91A) + 50Λ + S

126A2 − 364AB + 230B2
, son los mismos que la matriz

Jacobiana Jf2(r1,π/2), es decir, Jf2(r2,π/2) = Jf2(r1,π/2), aśı decimos que la

familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.3 parte (e) es in-

estable. Análogamente los autovalores de la matriz Jacobiana Jf2(r2,−π/2)

es igual a los autovalores de Jf2(r1,−π/2) y como Jf2(r2,−π/2) = Jf2(r1,−π/2)

concluimos por (iv) que la familia de soluciones periódicas (4.78) son

inestables.

(v) Finalmente la familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.3 parte

(f), (g), (h), (i) son inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de

f2 evaluada en los ceros (r∗, α∗) satisfacen λ1 = −λ2. Los autovalores no están

escritos por su extensión algebraica.

Aśı el Teorema de estabilidad queda demostrado. 2

Caso 2: F = 0, Λ = 0, m = 0.

Si F = 0, Λ = 0, m = 0 y λ 6= 0, entonces el Hamiltoniano (4.51) con potencial de

grado 6, se reduce a

H2 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2 1

6
λy6, (4.92)
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donde A,B, λ son parámetros reales arbitrarios. El sistema hamiltoniano asociado

a la función Hamiltoniana (4.92) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
,

p′y =− y − ε(2Bx3y)− ε2λy5. (4.93)

La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.93) es nece-

sario para aplicar el método del promedio, por lo que hacemos el cambio de variable

(x, y, px, py)→ (r, θ, ρ, α) ∈ IR+ × S1 × IR+ × S1 definida por

x = r cos θ, y = ρ cos(θ + α), px = r sin θ, py = ρ sin(θ + α),

para r > 0 y ρ > 0. El nivel de enerǵıa h de H2 en coordenadas polares es:

h =
1

2

(
r2 + ρ2

)
+

1

6
λρ6ε2 cos6(α + θ) + ε

(
1

5
Ar5 cos5(θ) +Bρ2r3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
,

(4.94)

y las ecuaciones de movimiento son dados por:

ṙ =
1

r
ε
(
− Ar5 sin(θ) cos4(θ)− 3Br3(2h− r2) sin(θ) cos2(θ) cos2(α + θ)

)
,

θ̇ =− 1− 1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2(2h− r2) cos3(θ) cos2(α + θ)

)
,

ρ̇ =− 2Br3ε
√

2h− r2 cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ) + λε2
(
−
(
2h− r2

)5/2
)

sin(α + θ) cos5(α + θ),

α̇ =
1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2

(
2h− r2

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− 2Br3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+

1

r
ε2
(

Λr5 cos6(θ)− λ
(
2h− r2

)2
cos6(α + θ)

)
. (4.95)
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El sistema diferencial en su forma estándar es

r′ =
(
r2 sin(θ) cos2(θ)

(
Ar2 cos2(θ)− 3B

(
r2 − 2h

)
cos2(α + θ)

) )
ε+

(
− 1

5
r3 sin(θ)

cos5(θ)
(
5A2r4 cos4(θ) + 12ABr2

(
5h− 2r2

)
cos2(θ) cos2(α + θ) + 15B2

(
r2 − 6h

)
+ 15B2

(
r2 − 6h

) (
r2 − 2h

)
cos4(α + θ)

))
ε2 +O(ε3),

α′ =
(
Br
(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− Ar3 cos5(θ)

)
ε+

(
A2r6 cos10(θ) +

2

5
ABr4(

30h− 17r2
)

cos8(θ) cos2(α + θ) + 9B2r2
(
r2 − 2h

)2
cos6(θ) cos4(α + θ)

+ λ
(
r2 − 2h

)2
cos6(α + θ)

)
ε2 +O(ε3). (4.96)

En este caso la función promedio de segundo orden es f2 = (f21, f22) donde

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)

(
r2 − 2h

) (
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)

(
r2 − 2h

)
− 240Bh

)
,

f22 =
1

160

(
r6
(
63A2 − 280AB + 170B2

)
+Br2(cos(2α)(3hr2(49A− 170B) + 2r4

(50B − 49A) + 480Bh2) + 45B cos(4α)
(
2h2 − 3hr2 + r4

)
) + 6Bhr4(70A

− 113B) + 564B2h2r2 + 50λ
(
r2 − 2h

)2
)
. (4.97)

Siguiendo el método del promedio de segundo orden, necesitamos determinar los

ceros (r∗, α∗) de

f2i(r, α) = 0, para i = 1, 2, (4.98)

y luego debemos verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jf2(r,α) evalu-

ada en los ceros (r∗, α∗) sea no nulo.

Antes de enunciar los resultados en este Caso 2, consideremos las notaciones

siguientes en relación con los parámetros parámetros A,B y λ:
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P1 =378 (A2 − 6AB + 5B2) (567B2h2 − 100hλ)− (567ABh− 1323B2h+ 50λ)
2
.

P2 =4(378(A2 − 6AB + 5B2)(567B2h2 − 100hλ) − (567ABh − 1323B2h +

50λ)2)3 + (−21432600A4h2λ + 192893400A3Bh2λ − 486091368A2B4h3 −
514382400A2B2h2λ−5670000A2hλ2+972182736AB5h3+321489000AB3h2λ+

25515000ABhλ2 + 378071064B6h3 − 150028200B4h2λ − 8505000B2hλ2 −
250000λ3)2.

P3 =−354375hλ2 (2A2 − 9AB + 3B2) − 2679075h2λ(A4 − 9A3B + 24A2B2 −
15AB3 + 7B4) + 6751269B4h3(3A+B)(7B − 3A)− 31250λ3.

P4 =−567ABh− 1323B2h+ 50λ

189 (A2 − 6AB + 5B2)
+

1

189 3
√

2 (A2 − 6AB + 5B2)

(
−

21432600A4h2λ + 192893400A3Bh2λ − 486091368A2B4h3 −
514382400A2B2h2λ−5670000A2hλ2+972182736AB5h3+321489000AB3h2λ+

25515000ABhλ2 + 378071064B6h3 − 150028200B4h2λ − 8505000B2hλ2 −
250000λ3 +

√
P2

)1/3 −
(

3
√

2(378 (A2 − 6AB + 5B2) (567B2h2 − 100hλ) −

(567ABh− 1323B2h+ 50λ)
2
)
)
·
(

189(A2−6AB+ 5B2)
(
−21432600A4h2λ+

192893400A3Bh2λ − 486091368A2B4h3 − 514382400A2B2h2λ −
5670000A2hλ2 + 972182736AB5h3 + 321489000AB3h2λ+ 25515000ABhλ2 +

378071064B6h3−150028200B4h2λ−8505000B2hλ2−250000λ3 +
√
P2

)1/3
)−1

.

P5 =4(6(63A2 − 182AB + 115B2)(87B2h2 − 100hλ) − (273ABh − 303B2h +

50λ)2)3 + (−21432600A4h2λ − 13759200A3B3h3 + 92874600A3Bh2λ +

27792072A2B4h3− 150746400A2B2h2λ− 5670000A2hλ2− 14859936AB5h3 +

105651000AB3h2λ + 12285000ABhλ2 + 1068984B6h3 − 27232200B4h2λ −
5805000B2hλ2 − 250000λ3)2.

P6 =126 3
√

2A2h (661B2h+ 600λ) − 546ABh
(
8(−16875hλ2(42A2 − 91AB +

43B2) + 189B3h3(101B − 91A)(100A2 − 91AB + 7B2) − 675h2λ(3969A4 −
17199A3B + 27916A2B2 − 19565AB3 + 5043B4) − 31250λ3) +

√
P5

)1/3
+

22/3(8(−16875hλ2(42A2 − 91AB + 43B2) + 189B3h3(101B − 91A)(100A2 −
91AB + 7B2) − 675h2λ(3969A4 − 17199A3B + 27916A2B2 − 19565AB3 +

5043B4) − 31250λ3) +
√
P5)2/3 + 606B2h

(
8(−16875hλ2(42A2 − 91AB +

43B2) + 189B3h3(101B − 91A)(100A2 − 91AB + 7B2) − 675h2λ(3969A4 −
17199A3B + 27916A2B2 − 19565AB3 + 5043B4) − 31250λ3) +

√
P5

)1/3 −
3276 3
√

2ABh(43B2h+ 50λ) + 2 3
√

2(31779B4h2 + 38700B2hλ+ 2500λ2).
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P7 =−16875hλ2(42A2−91AB+43B2)+189B3h3(101B−91A)(100A2−91AB+

7B2)−675h2λ(3969A4−17199A3B+27916A2B2−19565AB3 +5043B4)−
31250λ3.

P8 =
(
10593 3

√
2h2B4

)(
(63A2 − 182BA+ 115B2)

(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5 + 27792072A2h3B4 − 27232200h2λB4 −
13759200A3h3B3 + 105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2 −
150746400A2h2λB2 + 12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB −
250000λ3 − 5670000A2hλ2 − 21432600A4h2λ +

√
P5

)1/3)−1 −(
23478 3

√
2Ah2B3

)(
(63A2 − 182BA+ 115B2)

(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5+27792072A2h3B4−27232200h2λB4−13759200A3h3B3+

105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2 − 150746400A2h2λB2 +

12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB − 250000λ3 − 5670000A2hλ2 −
21432600A4h2λ +

√
P5

)1/3)−1
+

101hB2

63A2 − 182BA+ 115B2
+(

13881 3
√

2A2h2B2
)(

(63A2 − 182BA+ 115B2)
(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5 + 27792072A2h3B4 − 27232200h2λB4 −
13759200A3h3B3 + 105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2 −
150746400A2h2λB2 + 12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB −
250000λ3 − 5670000A2hλ2 − 21432600A4h2λ +

√
P5

)1/3)−1
+(

12900 3
√

2hλB2
)(

(63A2 − 182BA+ 115B2)
(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5+27792072A2h3B4−27232200h2λB4−13759200A3h3B3+

105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2 − 150746400A2h2λB2 +

12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB − 250000λ3 − 5670000A2hλ2 −
21432600A4h2λ +

√
P5

)1/3)−1 − 91AhB

63A2 − 182BA+ 115B2
−(

27300 3
√

2AhλB
)(

(63A2 − 182BA+ 115B2)
(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5+27792072A2h3B4−27232200h2λB4−13759200A3h3B3+

105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2 − 150746400A2h2λB2 +

12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB − 250000λ3 − 5670000A2hλ2 −
21432600A4h2λ +

√
P5

)1/3)−1 − 50λ

3 (63A2 − 182BA+ 115B2)
+((

1068984h3B6− 14859936Ah3B5 + 27792072A2h3B4− 27232200h2λB4−
13759200A3h3B3 + 105651000Ah2λB3 − 5805000hλ2B2
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−150746400A2h2λB2 + 12285000Ahλ2B + 92874600A3h2λB −
250000λ3 − 5670000A2hλ2 − 21432600A4h2λ +
√
P5

)1/3)(
(3 3
√

2 (63A2 − 182BA+ 115B2)
)−1

+(
2500 3
√

2λ2
)(

3 (63A2 − 182BA+ 115B2)
(
1068984h3B6 − 14859936Ah3B5 +

27792072A2h3B4−27232200h2λB4−13759200A3h3B3 +105651000Ah2λB3−
5805000hλ2B2 − 150746400A2h2λB2 + 12285000Ahλ2B +

92874600A3h2λB − 250000λ3 − 5670000A2hλ2 − 21432600A4h2λ +
√
P5

)1/3)−1
+
(
12600 3

√
2A2hλ

)(
(63A2 − 182BA+ 115B2)

(
1068984h3B6 −

14859936Ah3B5 + 27792072A2h3B4 − 27232200h2λB4 − 13759200A3h3B3 +

105651000Ah2λB3−5805000hλ2B2−150746400A2h2λB2+12285000Ahλ2B+

92874600A3h2λB−250000λ3−5670000A2hλ2−21432600A4h2λ+
√
P5

)1/3)−1
.

P9 =− 30(224ABh− 343B2h+ 50λ)

7(467A2 − 2900AB + 1250B2)
+

((
− 5193571446000A4h2λ −

8166334982400A3B3h3+53826307920000A3Bh2λ+11640538009800A2B4h3−
154570839570000A2B2h2λ − 2383101000000A2hλ2 +

(
4(3780(467A2 −

2900AB + 1250B2)(77B2h2 − 100hλ)− 8100(224ABh− 343B2h+ 50λ)2)3 +

(−5193571446000A4h2λ−8166334982400A3B3h3+53826307920000A3Bh2λ+

11640538009800A2B4h3−154570839570000A2B2h2λ−2383101000000A2hλ2−
15095837484000AB5h3 +64766935800000AB3h2λ+12349260000000ABhλ2 +

25141725756000B6h3 − 14269348800000B4h2λ − 2628045000000B2hλ2 −
182250000000λ3)2

)1/2 − 15095837484000AB5h3 + 64766935800000AB3h2λ +

12349260000000ABhλ2 + 25141725756000B6h3 − 14269348800000B4h2λ −
2628045000000B2hλ2 − 182250000000λ3

)1/3)(
21 3
√

2(467A2 − 2900AB +

1250B2)
)−1 −

(
3
√

2(3780(467A2 − 2900AB + 1250B2)(77B2h2 − 100hλ) −
8100(224ABh − 343B2h + 50λ)2)

)(
21(467A2 − 2900AB + 1250B2)

(
−

5193571446000A4h2λ − 8166334982400A3B3h3 + 53826307920000A3Bh2λ +

11640538009800A2B4h3−154570839570000A2B2h2λ−2383101000000A2hλ2+(
4(3780(467A2 − 2900AB + 1250B2)(77B2h2 − 100hλ) −

8100(224ABh − 343B2h + 50λ)2)3 + (−5193571446000A4h2λ −
8166334982400A3B3h3+53826307920000A3Bh2λ+11640538009800A2B4h3−
154570839570000A2B2h2λ−2383101000000A2hλ2−15095837484000AB5h3 +

64766935800000AB3h2λ + 12349260000000ABhλ2 + 25141725756000B6h3 −
14269348800000B4h2λ − 2628045000000B2hλ2 − 182250000000λ3)2

)1/3 −
15095837484000AB5h3 +64766935800000AB3h2λ+12349260000000ABhλ2 +

25141725756000B6h3 − 14269348800000B4h2λ − 2628045000000B2hλ2 −
182250000000λ3

)1/3)−1
.
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P10 =−540101520h3 − 600112800h2λ − 19845000hλ2 − 125000λ3 +

6804
√

21
(
h3(−729137052h3 − 150028200h2λ + 168682500hλ2 +

1500000λ3)
)1/2

.

P11 =
(
− 255197968200h4 − 135025380(2050λ + 3

√
P10)h3 + 250047(−7500λ2 −

600 3
√
P10λ + P

2/3
10 )h2 + 1890(5λ(20000λ2 − 525 3

√
P10λ + 7P

2/3
10 ) +

1701
√

21(h3(−729137052h3 − 150028200λh2 + 168682500λ2h +

1500000λ3))1/2)h + 1701
√

21(h3(−729137052h3 − 150028200λh2 +

168682500λ2h + 1500000λ3))1/2( 3
√
P10 − 50λ) + 625λ2(2500λ2 −

50 3
√
P10λ + P

2/3
10 )

)1/2(
1630084622715729479892420828h10 −

6154407280987075962180(178850λ + 629 3
√
P10)h9 +

11397050520346436967(−267472500λ2 − 338400 3
√
P10λ +

143P
2/3
10 )h8 + 603018546050076030(47628

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2 − 5λ(455160000λ2 −

727875 3
√
P10λ + 508P

2/3
10 ))h7 − 45579633110361(1250(3810735000λ2 −

37261425 3
√
P10λ + 46454P

2/3
10 )λ2 + 1701

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(57 3
√
P10 −

607600λ))h6 + 16881345596430(1701
√

21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(699750λ2 −
1665 3
√
P10λ + P

2/3
10 ) − 3125λ3(216510000λ2 − 2566125 3

√
P10λ +

12664P
2/3
10 ))h5 + 223298222175λ(1701

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(7887500λ2 −
91575 3

√
P10λ + 104P

2/3
10 ) − 31250λ3(45045000λ2 − 560025 3

√
P10λ +

4832P
2/3
10 ))h4 + 4219543125λ2(1701

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(17420000λ2 −
271500 3

√
P10λ + 1333P

2/3
10 ) − 31250λ3(37290000λ2 − 513075 3

√
P10λ +

6292P
2/3
10 ))h3 + 19534921875λ3(1701

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(63000λ2 −
1305 3
√
P10λ + 11P

2/3
10 ) − 6250λ3(356250λ2 − 5625 3

√
P10λ +

86P
2/3
10 ))h2 + 2583984375λ4(1701

√
21
(
h3(−729137052h3 −

150028200λh2 + 168682500λ2h + 1500000λ3)
)1/2

(3500λ2 −
90 3
√
P10λ + P

2/3
10 ) − 6250λ3(12500λ2 − 225 3

√
P10λ + 4P

2/3
10 ))h +

9765625λ5(1701
√

21
(
h3(−729137052h3−150028200λh2 +168682500λ2h+

1500000λ3)
)1/2

(2500λ2−75 3
√
P10λ+P

2/3
10 )−15625λ3(2500λ2−50 3

√
P10λ+

P
2/3
10 ))

)1/2
(−1000188h2 + 3150( 3

√
P10 − 84λ)h− 2500λ2 − P 2/3

10
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+50λ 3
√
P10)1/2

(
1000188h2 − 2646( 3

√
P10 − 100λ)h +

2500λ2 + P
2/3
10 − 50λ 3

√
P10

)1/2
((

− 255197968200h4 −
135025380(2050λ + 3

√
P10)h3 + 250047(−7500λ2 − 600 3

√
P10λ +

P
2/3
10 )h2 + 1890(5λ(20000λ2 − 525 3

√
P10λ + 7P

2/3
10 ) +

1701
√

21h3(−729137052h3 − 150028200λh2 + 168682500λ2h+ 1500000λ3))h+

1701
√

21(h3(−729137052h3 − 150028200λh2 + 168682500λ2h +

1500000λ3))1/2( 3
√
P10−50λ)+625λ2(2500λ2−50 3

√
P10λ+P

2/3
10 )

)(
P10

)−1
)1/2

.

Además para el nivel de enerǵıa positiva H2 = h consideremos los siguientes con-

juntos:

41
ABλ =

{
(A,B, λ) ∈ IR3 :

∣∣∣∣9A2 − 10AB − 4B2

B(7A+ 10B)

∣∣∣∣ < 1

2
,

B(7A+ 10B)(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B) 6= 0
}

42
ABλ =

{
(A,B, λ) ∈ IR3 :

(
BP4 (2h− P4) (P4(7A− 20B) + 60Bh)

(
P4(378Bh(3A

− 7B) + 189P4(A− 5B)(A−B) + 100λ) + 2h
(
567B2h− 100λ

) ))
6= 0,

3
√

8P3 +
√
P2

(
− 378Bh(3A− 7B)− 100λ+ 3

√
4 3
√

8P3 +
√
P2

)
− 2 3
√

2P1

378 3
√

8P3 +
√
P2(A− 5B)(A−B)

> 0
}

43
ABλ =

{
(A,B, λ) ∈ IR3 :

100λ 3
√

8P7 +
√
P5 − P6

3
√

8P7 +
√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2)

< 0,(
BP8 (2h− P8) (P8(49A+ 40B) + 60Bh)

(
P8

(
3P8(63A2 − 182AB

+ 115B2) + 6Bh(91A− 101B) + 100λ
)

+ 2h
(
87B2h− 100λ

) ))
3

√
8P7 +

√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2) 6= 0

}
44
ABλ =

{
(A,B, λ) ∈ IR3 : P9 > 0,

∣∣∣∣49AP9 + 240Bh− 50BP9

B(18h− 10P9)

∣∣∣∣ < 10,(
7P9 (P9(7A− 20B) + 60Bh) (P9(49A+ 40B) + 60Bh)B(
7P9(467A2 − 2900A+ 1250B2) + 60P9(7Bh(32A− 49B) + 50λ)

+ 60h
(
77B2h− 100λ

) ))
B(18h− 10P9)

)
6= 0
}
.

El resultado principal en este Caso 2 corresponde a la existencia de soluciones

periódicas del sistema (4.93).
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Teorema 4.5 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H2 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B y λ números reales arbitrarios, el sistema hamilto-

niano (4.93) tiene familias de soluciones periódicas ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε), py(t, ε),

py(t, ε)) donde

y(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

py(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε).

Las soluciones del sistema hamiltoniano (4.93) son contadas como sigue, existe

(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 41
ABλ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

))
(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 42

ABλ, y

r∗ =

√√√√ 3
√

8P3 +
√
P2

(
− 378Bh(3A− 7B)− 100λ+ 3

√
4 3
√

8P3 +
√
P2

)
− 2 3
√

2P1

378 3
√

8P3 +
√
P2(A− 5B)(A−B)

,

α∗ =0

(c) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 43
ABλ, y

(r∗, α∗) =


√√√√− 100λ 3

√
8P7 +

√
P5 − P6

3
√

8P7 +
√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2)

,±π/2


(d) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B, λ) ∈ 44

ABλ, y

(r∗, α∗) =

(√
P9,±

1

2
arc cos

(
−49AP9 + 240Bh− 50BP9

180Bh− 90BP9

))
donde P1, P2, P3, P5, P6, P7 y P9 son expresiones dadas previa al Teorema 4.5.

Demostración. De (4.97) se tiene que

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)(r2 − 2h)

(
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)(r2 − 2h)− 240Bh

)
.

Resolviendo la ecuación f21(r, α) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:
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Condición 2.1: r = 0,

Condición 2.2: r =
√

2h,

Condición 2.3: sin(2α) = 0,

Condición 2.4: (r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)(r2 − 2h)− 240Bh) = 0.

A continuación analizaremos cada caso.

Condición 2.1: Si r = 0, entonces sustituyendo en el sistema (4.98) tenemos

f21 =0,

f22 =
5h2λ

4
.

Note que el jacobiano de f2 es nulo pues f21 = 0, aśı el método del promedio de

segundo orden no da información sobre las soluciones periódicas del sistema.

Condición 2.2: Si r =
√

2h, tenemos que la función f21 ≡ 0 y f22 en la variable α

es:

f22(
√

2h, α) =
7

40
h3
(
18A2 −B cos(2α)(7A+ 10B)− 20AB − 8B2

)
.

Resolviendo la ecuación f22(
√

2h, α) = 0, tenemos como ráıces a

α∗1 =
n

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

)
+ kπ,

donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Por la periodicidad de la función coseno, es suficiente

considerar k ∈ {0, 1}. Aśı tenemos cuatro ceros del tipo

(r∗, α∗) =

(√
2h,

n

2
arc cos

(
18A2 − 20AB − 8B2

B(7A+ 10B)

)
+ kπ

)
. (4.99)

donde n = −1, 1, k = 0, 1 y estos están bien definidos para los valores de los

parámetros A y B si

B(7AB + 10B) 6= 0,

∣∣∣∣9A2 − 10AB − 4B2

B(7AB + 10B)

∣∣∣∣ < 1

2
. (4.100)



4.3 El promedio de segundo orden aplicado al sistema hamiltoniano... 125

El Jacobiano de f2 evaluado en los ceros (r∗, α∗) de (4.99) es

Jf2(
√

2h,α∗) =
421

400
(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B)h6,

que es no nulo si

(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B) 6= 0. (4.101)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los cuatro ceros

(4.99) corresponden a diferentes condiciones iniciales de la misma solución peródica

del sistema diferencial (4.93). Portanto existe al menos una solución perid́ica del

sistema y esto completa la demostración del Teorema 4.5 parte (a).

Observación 4.13 Note que las condiciones sobre los parámetros A, B en (4.100)

y (4.101) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.10).

Figura 4.10: Región en el espacio de parámetros (A,B, λ) ∈ 41
ABλ.

Condición 2.3: sin(2α) = 0 ⇔ α = kπ/2 con k ∈ Z, debido a la periodicidad

de la función seno estudiamos los casos k = 0, 2,±1 en las siguientes subcondiciones:

Subcondición 2.3.1: Si α = 0 ó α = π, tenemos que la función f22 en la variable

r es:

f22(r, 0) =− 1

160

(
63r2

(
r2(A− 5B) + 6Bh

) (
r2(B − A)− 3Bh

)
− 50λ

(
r2 − 2h

)2
)
.
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Resolviendo la ecuación f22(r, 0) = 0, tenemos sólo una ráız real

r∗ =

√√√√ 3
√

8P3 +
√
P2

(
− 378Bh(3A− 7B)− 100λ+ 3

√
4 3
√

8P3 +
√
P2

)
− 2 3
√

2P1

378 3
√

8P3 +
√
P2(A− 5B)(A−B)

.

donde las expresiones P1, P2, P3 son dadas previa al Teorema 4.5. Note que el sistema

(4.98) tiene un cero dado por (r∗, 0), que está bien definido para los valores de los

parámetros A,B y λ tal que

3
√

8P3 +
√
P2

(
− 378Bh(3A− 7B)− 100λ+ 3

√
4 3
√

8P3 +
√
P2

)
− 2 3
√

2P1

378 3
√

8P3 +
√
P2(A− 5B)(A−B)

> 0,

378
3

√
8P3 +

√
P2(A− 5B)(A−B) 6= 0. (4.102)

El Jacobiano de f2 evaluado en el cero (r∗, 0) es:

Jf2(r∗,0) =− 1

12800

(
7BP 2

4 (2h− P4) (P4(7A− 20B) + 60Bh)
(
P4(378Bh(3A− 7B)

+ 189P4(A− 5B)(A−B) + 100λ) + 2h
(
567B2h− 100λ

) ))
,

el cual es no nulo si

(
BP4 (2h− P4) (P4(7A− 20B) + 60Bh)

(
P4(378Bh(3A− 7B)

+ 189P4(A− 5B)(A−B) + 100λ) + 2h
(
567B2h− 100λ

) ))
6= 0, (4.103)

donde la expresión P4 es dada previa al Teorema 4.5. Por tanto concluimos por el

método del promedio de segundo orden que el cero (r∗, 0) proporciona al menos una

solución periódica del sistema diferencial (4.93). Esto completa la demostración del

Teorema 4.5 parte (b).

Observación 4.14 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B y λ en

(4.102) y (4.103) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.11).
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Figura 4.11: Región en el espacio de parámetros (A,B, λ) ∈ 42
ABλ.

Subcondición 2.3.2: Si α = ±π/2 (es decir para k = ±1), entonces la función f22

en la variable r es:

f22(r,±π/2) =
1

160

(
r6
(
63A2 − 182AB + 115B2

)
+ 3Bhr4(91A− 101B)

+ 174B2h2r2 + 50λ
(
r2 − 2h

)2
)
.

Resolviendo la ecuación f22(r,±π/2) = 0, se tiene una ráız real

r∗ =

√√√√− 100λ 3
√

8P7 +
√
P5 − P6

3
√

8P7 +
√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2)

,

donde las expresiones P5, P6 y P7 son dadas previa al Teorema 4.5. Observe que el

sistema (4.98) tiene dos ceros dados por (r∗,±π/2), que están bien definidos si

P5 > 0,
100λ 3

√
8P7 +

√
P5 − P6

3
√

8P7 +
√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2)

< 0,

3

√
8P7 +

√
P5(378A2 − 1092AB + 690B2) 6= 0. (4.104)

Evaluando el Jacobiano en los ceros (r∗,±π/2) se tiene

Jf2(r∗,±π/2) =
1

12800

(
BP 2

8 (2h− P8) (P8(49A+ 40B) + 60Bh)
(
P8

(
3P8(63A2 − 182AB

+ 115B2) + 6Bh(91A− 101B) + 100λ
)

+ 2h
(
87B2h− 100λ

) ))
,

que es no nulo si(
BP8 (2h− P8) (P8(49A+ 40B) + 60Bh)

(
P8

(
3P8

(
63A2 − 182AB + 115B2

)
+ 6Bh(91A− 101B) + 100λ

)
+ 2h

(
87B2h− 100λ

) ))
6= 0, (4.105)
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donde la expresión P8 es dada previa al Teorema 4.5. Por el método del promedio

de segundo orden concluimos que los ceros (r∗,±π/2) proporcionan al menos dos

familias de soluciones periódicas del sistema diferencial (4.93). Esto completa la

demostración del Teorema 4.5 parte (c).

Observación 4.15 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B, λ en (4.104)

y (4.105) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.12).

Figura 4.12: Región en el espacio de parámetros (A,B, λ) ∈ 43
ABλ.

Condición 2.4: Si consideramos

r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)(r2 − 2h)− 240Bh = 0,

entonces tenemos que α en términos de r es

α =
n

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
+ kπ, (4.106)

donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Debido a la periodicidad de la función coseno se debe

considerar los casos k = 0 y k = 1. Se puede ver que cuando k = 1 genera una

complejidad computacional para localizar ceros expĺıcitos de f22(r, α). Por lo que

solo consideraremos el caso k = 0.

Para k = 0, es decir, tenemos α = ±1

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
,

entonces la función f22 en la variable r es :

f22(r, α) =
1

14400
7r2
(
r4(467A2 − 2900AB + 1250B2) + 90Bhr2(32A− 49B)

+ 1980B2h2
)

+
5

16
λ
(
r2 − 2h

)2
.
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Resolviendo f22(r, α) = 0, se tiene la ráız r∗ =
√
P9, donde P9 es una expresión en

términos de los parámetros A,B, λ dada previa al Teorema 4.5. Luego sustituyendo

la ráız r∗ en (4.106) se tiene

α∗ = ±1

2
arc cos

(
−49AP9 + 240Bh− 50BP9

180Bh− 90BP9

)
.

Notar que el sistema (4.98) tiene dos ceros (r∗, α∗) dados por

(r∗, α∗) =

(√
P9,±

1

2
arc cos

(
−49AP9 + 240Bh− 50BP9

180Bh− 90BP9

))
, (4.107)

que están bien definidos si

P9 > 0, B(18h− 10P9) 6= 0,

∣∣∣∣49AP9 + 240Bh− 50BP9

B(18h− 10P9)

∣∣∣∣ < 10. (4.108)

El Jacobiano de f2 evaluado en los ceros (4.107) es

Jf2(r∗,α∗) =− 1

34560000

(
7P 2

9 (P9(7A− 20B) + 60Bh) (P9(49A+ 40B) + 60Bh)(
7P 2

9

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
+ 60P9(7Bh(32A− 49B)

+ 50λ) + 60h
(
77B2h− 100λ

) ))
,

que es no nulo si

(
7P9 (P9(7A− 20B) + 60Bh) (P9(49A+ 40B) + 60Bh)(
7P9

(
467A2 − 2900AB + 1250B2

)
+ 60P9(7Bh(32A− 49B)

+ 50λ) + 60h
(
77B2h− 100λ

) ))
6= 0, (4.109)

Aśı concluimos por el método del promedio de segundo orden que los ceros (4.107)

proporcionan al menos dos familias de soluciones periódicas del sistema diferencial

(4.93). Esto completa la demostración del Teorema 4.5 parte (d).

Observación 4.16 Note que las condiciones sobre los parámetros A,B, λ en (4.108)

y (4.109) forma un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.13).
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Figura 4.13: Región en el espacio de parámetros (A,B, λ) ∈ 44
ABλ.

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periódicas en el caso

2. 2

Corolario 4.3 La familia de soluciones periódicas (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε), py(t, ε))

del sistema hamiltoniano (4.93) obtenidos a partir de los ceros (r∗, α∗) de la función

promedio, en cada nivel de enerǵıa positivo H2 = h son dados por

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =ρ∗ cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =ρ∗ sin(t+ α∗) +O(ε).

A continuación presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periódicas

determinadas en el Teorema 4.5

Teorema 4.6 (Estabilidad) Las familias de soluciones periódicas del Teorema 4.5

son inestables.

Demostración. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periódicas

dadas en el Teorema 4.5 se aplicará el Teorema 2.6 que dice que el tipo de estabilidad

de las soluciones periódicas viene dado por el signo de los autovalores λ1 y λ2 de la

matriz jacobiana Jf2(r,α) evaluada en los ceros (r∗, α∗).
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(i) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.5 parte (a) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los ceros

(r∗, α∗) son

λ1 = −21

20
Bh3

√
−(A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B)

B2(7A+ 10B)2
(7A+ 10B),

λ2 = −λ1.

Observemos que la condición de inestabilidad sobre los parámetros A,B, λ es no

vaćıa si (A,B, λ) ∈ 41
ABλ y (A− 2B)(9A− 2B)(2A−B)(2A+B) < 0.

(ii) La familia de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.5 parte (b) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los ceros

(r∗, α∗) son

λ1 =
1

12859560
√

6P
13/6
10

P11, y λ2 = −λ1.

para los valores de los parámetros de A = 1, B = −1. Notar que la condición de

inestabilidad sobre los parámetros A,B, λ es no vaćıa si (A,B, λ) ∈ 42
ABλ, y P10 6= 0,

donde las expresiones P10 y P11 son dadas previas al Teorema 4.5.

(iii) Las dos familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.5 parte (c) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los ceros

(r∗, α∗) satisfacen λ1 = −λ2, el cual es no vaćıa si (A,B, λ) ∈ 43
ABλ. Los autovalores

no estan escritos por su extensión algebraica.

(iv) Las dos familias de soluciones periódicas dada en el Teorema 4.5 parte (d)

son inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en los

ceros (r∗, α∗) satisfacen λ1 = −λ2, el cual es no vaćıa si (A,B, λ) ∈ 44
ABλ. Los auto-

valores no estan escritos por su extensión algebraica. Esto completa la demostración

del Teorema de estabilidad del caso 2. 2
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Caso 3: F = 0, m = 0

Si F = 0, Λ 6= 0, m = 0 y λ 6= 0, entonces el Hamiltoniano (4.51) con potencial de

grado 6 se reduce a

H3 =
1

2

(
x2 + y2

)
+

1

2

(
p2
x + p2

y

)
+ ε

(
A

5
x5 +Bx3y2

)
+ ε2

(
1

6
Λx6 +

1

6
λy6

)
,

(4.110)

El sistema hamiltoniano asociado a (4.110) es

x′ =px,

y′ =py,

p′x =− x− ε
(
Ax4 + 3Bx2y2

)
− ε2Λx5,

p′y =− y − ε(2Bx3y)− ε2λy5, (4.111)

donde A,B,Λ y λ son parámetros reales arbitrarios.

La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.111) es nece-

sario para aplicar el método del promedio de segundo orden, por lo que hacemos el

cambio de variable (x, y, px, py)→ (r, θ, ρ, α) ∈ IR+ × S1 × IR+ × S1 definida por

x = r cos θ, y = ρ cos(θ + α), px = r sin θ, py = ρ sin(θ + α),

para r > 0 y ρ > 0. El nivel de enerǵıa h de H3 en coordenadas polares es:

h =
1

2

(
r2 + ρ2

)
+ ε

(
1

5
Ar5 cos5(θ) +Bρ2r3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+ ε2

(1

6
λρ6 cos6(α + θ) +

1

6
Λr6 cos6(θ)

)
,

y las ecuaciones de movimiento son dados por:

ṙ =
1

r
ε
(
−Ar5 sin(θ) cos4(θ)− 3Br3

(
2h− r2

)
sin(θ) cos2(θ) cos2(α + θ)

)
− Λr5ε2 sin(θ) cos5(θ),

θ̇ =− 1− 1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2

(
2h− r2

)
cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+ Λr4ε2 cos6(θ),

ρ̇ =− 2Br3ε
√

2h− r2 cos3(θ) sin(α + θ) cos(α + θ) + λε2
(
−
(
2h− r2

)5/2
)

sin(α + θ) cos5(α + θ),

α̇ =
1

r
ε
(
Ar4 cos5(θ) + 3Br2

(
2h− r2

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− 2Br3 cos3(θ) cos2(α + θ)

)
+

1

r
ε2
(

Λr5 cos6(θ)− λ
(
2h− r2

)2
cos6(α + θ)

)
. (4.112)
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El sistema diferencial en su forma estándar es

r′ =
(
r2 sin(θ) cos2(θ)

(
Ar2 cos2(θ)− 3B

(
r2 − 2h

)
cos2(α + θ)

) )
ε

+
(1

5
r3 sin(θ) cos5(θ)

(
− 5A2r4 cos4(θ) + 12ABr2

(
2r2 − 5h

)
cos2(θ)

cos2(α + θ)− 15B2
(
r2 − 6h

) (
r2 − 2h

)
cos4(α + θ) + 5Λr2

))
ε2 +O(ε3),

α′ =
(
Br
(
5r2 − 6h

)
cos3(θ) cos2(α + θ)− Ar3 cos5(θ)

)
ε+

(
A2r6 cos10(θ)

+
2

5
ABr4

(
30h− 17r2

)
cos8(θ) cos2(α + θ) + r2 cos6(θ)

(
9B2

(
r2 − 2h

)2

cos4(α + θ)− Λr2
)

+ λ
(
r2 − 2h

)2
cos6(α + θ)

)
ε2 +O(ε3). (4.113)

En este caso la función promedio de segundo orden dado en (4.59) es f2 = (f21, f22)

donde

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)(r2 − 2h)

(
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)(r2 − 2h)− 240Bh

)
,

f22 =
1

160

(
63A2r6 +Br2

(
cos(2α)(3hr2(49A− 170B) + 2r4(50B − 49A) + 480Bh2)

+ 45B cos(4α)(2h2 − 3hr2 + r4)
)

+ 140ABr4(3h− 2r2) + 2B2(282h2r2

− 339hr4 + 85r6) + 50λ(r2 − 2h)2 − 50Λr4
)
. (4.114)

De acuerdo con el método del promedio de segundo orden, nuestro propósito es

encontrar los ceros (r∗, α∗) del sistema

f2i(r, α) = 0, para i = 1, 2, (4.115)

y luego debemos verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jf2(r,α) evalu-

ada en los ceros (r∗, α∗) sea no nulo.

Antes de enunciar los resultados en este Caso 3, consideremos las notaciones sigu-

ientes en relación con los parámetros A,B,Λ y λ:

N1 =−21432600A4h2λ + 192893400A3Bh2λ − 486091368A2B4h3 −
514382400A2B2h2λ+ 64297800A2B2h2Λ− 5670000A2hλ2 + 5670000A2hλΛ +(
4(378(A2 − 6AB + 5B2)(567B2h2 − 100hλ)− (567ABh− 1323B2h+ 50λ−

50Λ)2)3 + (−21432600A4h2λ + 192893400A3Bh2λ − 486091368A2B4h3 −
514382400A2B2h2λ64297800A2B2h2Λ− 5670000A2hλ2
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+5670000A2hλΛ + 972182736AB5h3 + 321489000AB3h2λ − 257191200AB3h2Λ +

25515000ABhλ2 − 17010000ABhλΛ − 8505000ABhΛ2 + 378071064B6h3 −
150028200B4h2λ + 364354200B4h2Λ − 8505000B2hλ2 − 11340000B2hλΛ +

19845000B2hΛ2 − 250000λ3 + 750000λ2Λ − 750000λΛ2 + 250000Λ3)2
)1/2

+

972182736AB5h3 + 321489000AB3h2λ − 257191200AB3h2Λ + 25515000ABhλ2 −
17010000ABhλΛ − 8505000ABhΛ2 + 378071064B6h3 − 150028200B4h2λ +

364354200B4h2Λ−8505000B2hλ2−11340000B2hλΛ+19845000B2hΛ2−250000λ3+

750000λ2Λ− 750000λΛ2 + 250000Λ3.

N2 =189A2h
(
567B2h+ 200λ

)
− 1134ABh

(
189B2h+ 50(3λ+ Λ)

)
+ 678699B4h2 +

18900B2h(3λ+ 7Λ) + 2500(λ− Λ)2.

N3 =
567 3
√

2A2B2h2

3
√
N1 (A2 − 6AB + 5B2)

(3591 3
√

2B4h2 − 1134 3
√

2AB3h2 + 300 3
√

2B2hλ −

900 3
√

2ABhλ + 200 3
√

2A2hλ + 700 3
√

2B2hΛ − 300 3
√

2ABhΛ) +
2500 3

√
2λ2

189 3
√
N1 (A2 − 6AB + 5B2)

− 5000 3
√

2λΛ

189 3
√
N1 (A2 − 6AB + 5B2)

(2500 3
√

2Λ2 +

3
√
N1) +

7B2h

A2 − 6AB + 5B2
− 3ABh

A2 − 6AB + 5B2
− 50λ

189 (A2 − 6AB + 5B2)
+

50Λ

189 (A2 − 6AB + 5B2)
.

N4 =−21432600A4h2λ − 13759200A3B3h3 + 92874600A3Bh2λ + 27792072A2B4h3 −
150746400A2B2h2λ + 17425800A2B2h2Λ − 5670000A2hλ2 +

5670000A2hλΛ +
(
4(6
(
63A2 − 182AB + 115B2

) (
87B2h2 − 100hλ

)
−(

273ABh− 303B2h+ 50λ− 50Λ
)2

)3 + (−21432600A4h2λ − 13759200A3B3h3 +

92874600A3Bh2λ + 27792072A2B4h3 − 150746400A2B2h2λ +

17425800A2B2h2Λ − 21432600A4h2λ − 13759200A3B3h3 + 92874600A3Bh2λ +

27792072A2B4h3 − 150746400A2B2h2λ + 17425800A2B2h2Λ − 5670000A2hλ2 +

5670000A2hλΛ +
(
4(6
(
63A2 − 182AB + 115B2

) (
87B2h2 − 100hλ

)
−(

273ABh− 303B2h+ 50λ− 50Λ
)2

)3 + (−21432600A4h2λ − 13759200A3B3h3 +

92874600A3Bh2λ+ 27792072A2B4h3− 150746400A2B2h2λ+ 17425800A2B2h2Λ−
5670000A2hλ2 + 5670000A2hλΛ − 14859936AB5h3 + 105651000AB3h2λ −
35380800AB3h2Λ + 12285000ABhλ2 − 8190000ABhλΛ − 4095000ABhΛ2 +

1068984B6h3 − 27232200B4h2λ + 18538200B4h2Λ − 5805000B2hλ2 +

1260000B2hλΛ + 4545000B2hΛ2 − 250000λ3 + 750000λ2Λ − 750000λΛ2 +

250000Λ3)2
)1/2 − 14859936AB5h3 + 105651000AB3h2λ − 35380800AB3h2Λ +

12285000ABhλ2 − 8190000ABhλΛ − 4095000ABhΛ2 + 1068984B6h3 −
27232200B4h2λ + 18538200B4h2Λ − 5805000B2hλ2 + 1260000B2hλΛ +

4545000B2hΛ2 − 250000λ3 + 750000λ2Λ− 750000λΛ2 + 250000Λ3.
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N5 =63A2h (661B2h+ 600λ) − 546ABh (129B2h+ 50(3λ+ Λ)) + 31779B4h2 +

300B2h(129λ+ 101Λ) + 2500(λ− Λ)2.

N6 =
13881 3

√
2A2B2h2

3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+
12900 3

√
2B2hλ

3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

−

27300 3
√

2ABhλ
3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+
12600 3

√
2A2hλ

3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+

10100 3
√

2B2hΛ
3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

− 9100 3
√

2ABhΛ
3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+

101B2h

63A2 − 182AB + 115B2
− 91ABh

63A2 − 182AB + 115B2
−

50λ

3 (63A2 − 182AB + 115B2)
+

50Λ

3 (63A2 − 182AB + 115B2)
+

2500 3
√

2λ2

3 3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

− 5000 3
√

2λΛ

3 3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+

2500 3
√

2Λ2

3 3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

+
3
√
N4

3 3
√

2 (63A2 − 182AB + 115B2)
+

10593 3
√

2B4h2

3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

− 23478 3
√

2AB3h2

3
√
N4 (63A2 − 182AB + 115B2)

.

N7 =−5193571446000A4h2λ−8166334982400A3B3h3 +53826307920000A3Bh2λ+

11640538009800A2B4h3 − 154570839570000A2B2h2λ +

9138503430000A2B2h2Λ − 2383101000000A2hλ2 + 2383101000000A2hλΛ +(
4(3780(467A2 − 2900AB + 1250B2)(77B2h2 − 100hλ ) −

8100(224ABh − 343B2h + 50λ − 50Λ)2)3 + (−5193571446000A4h2λ −
8166334982400A3B3h3+53826307920000A3Bh2λ+11640538009800A2B4h3−
154570839570000A2B2h2λ + 9138503430000A2B2h2Λ −
2383101000000A2hλ2 + 2383101000000A2hλΛ − 15095837484000AB5h3 +

64766935800000AB3h2λ − 22211317800000AB3h2Λ +

12349260000000ABhλ2 − 9899820000000ABhλΛ − 2449440000000ABhΛ2 +

25141725756000B6h3 − 14269348800000B4h2λ + 20818198800000B4h2Λ −
2628045000000B2hλ2 − 1122660000000B2hλΛ + 3750705000000B2hΛ2 −
182250000000λ3 + 546750000000λ2Λ − 546750000000λΛ2 +

182250000000Λ3)2
)1/2 − 15095837484000AB5h3 + 64766935800000AB3h2λ−

22211317800000AB3h2Λ+12349260000000ABhλ2−9899820000000ABhλΛ−
2449440000000ABhΛ2 + 25141725756000B6h3 − 14269348800000B4h2λ +

20818198800000B4h2Λ − 2628045000000B2hλ2 − 1122660000000B2hλΛ +

3750705000000B2hΛ2 − 182250000000λ3 + 546750000000λ2Λ −
546750000000λΛ2 + 182250000000Λ3.
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N8 =7A2h
(
71561B2h+ 46700λ

)
− 140ABh

(
5299B2h+ 12100λ+ 2400Λ

)
+

5
(
218197B4h2 + 700B2h(103λ+ 147Λ) + 7500(λ− Λ)2

)
.

N9 =15176A2Bh− 7A
(
19199B2h+ 350(λ− Λ)

)
+ 50B

(
1057B2h+ 50λ− 50Λ

)
.

N10 =−
(

3122640 3
√

2h2
)(

169
(
13520091299400h3 − 47695131666000h2 +(

4(−114704100h2 − 4471740(77h2 − 100h))3 + (13520091299400h3 −

47695131666000h2)2
)1/2)1/3)−1

+
(

18000 3
√

2h
)((

13520091299400h3 −
47695131666000h2 +

(
4(−114704100h2 − 4471740(77h2 − 100h))3 +

(13520091299400h3 − 47695131666000h2)2
)1/2)1/3)−1

−
((

13520091299400h3 −
47695131666000h2 +

(
4(−114704100h2 − 4471740(77h2 − 100h))3 +

(13520091299400h3 − 47695131666000h2)2
)1/2)1/3)(

24843 3
√

2
)−1
− 510h

1183
.

N11 =
(

3122640 3
√

2h2
)(

169
(
13520091299400h3−47695131666000h2+

(
4(−114704100h2−

4471740(77h2 − 100h))3 + (13520091299400h3 − 47695131666000h2)2
)1/2)1/3)−1

−(
18000 3

√
2h
)((

13520091299400h3 − 47695131666000h2 +
(
4(−114704100h2 −

4471740(77h2 − 100h))3 + (13520091299400h3 − 47695131666000h2)2
)1/2)1/3)−1

+((
13520091299400h3 − 47695131666000h2 +

(
4(−114704100h2 − 4471740(77h2 −

100h))3 + (13520091299400h3 − 47695131666000h2)2
)1/2)1/3)(

24843 3
√

2
)−1

+

284430h

1183
.

N12 =2N4
11(2h2−hN10 +N2

10)+180N11(N10−2h)2(480h2(597h−100)+92001hN2
10 +

8(25 − 46668h)hN10 − 444N3
10) − N3

11(960h3 − 226h2N10 + 583hN2
10 +

2N3
10) + N2

11(2880(100 − 247h)h3 + 2880h2(547h − 100)N10 + 63115hN3
10 +

6(12000−136279h)hN2
10 +34562N4

10)−8100(N10−2h)2(1440h3(243h+100)−
480h2(1219h+ 300)N10 − 159401hN3

10 + 750h(509h+ 48)N2
10 + 49694N4

10).

N13 =(7h (467A2 − 2420AB + 515B2) + 750(λ− Λ)) .

Además para el nivel de enerǵıa positiva H3 = h consideremos los siguientes con-

juntos:

01
ABΛλ =

{
(A,B,Λ, λ) ∈ IR4 :

∣∣∣∣63A2h− 70ABh− 28B2h− 25Λ

(A+ 10B)Bh

∣∣∣∣ < 7

2
,(

7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ
)(

63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ
)

(A+ 10B)B 6= 0
}
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02
ABΛλ =

{
(A,B,Λ, λ) ∈ IR4 :

(
BN3(2h−N3)(N3(7A− 20B) + 60Bh)(N3(378Bh(3A

− 7B) + 189N3(A− 5B)(A−B) + 100(λ− Λ)) + 2h(567B2h− 100λ))
)
6= 0,

3
√
N1

(
378Bh(3A− 7B) + 100(λ− Λ)

)
− 2 3
√

2N2 − 3
√

4(N1)2

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B)

< 0

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B) 6= 0

}
03
ABΛλ =

{
(A,B,Λ, λ) ∈ IR4 : N8 > 0,

(
BN6(2h−

√
N6)(

√
N6(49A+ 40B) + 60Bh)

(3N6(63A2 − 182AB + 115B2) + 2
√
N6(3Bh(91A− 101B) + 50(λ− Λ))

+ 2h(87B2h− 100λ))
)

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2) 6= 0,

3
√
N4(546ABh− 606B2h+ 100λ− 100Λ)− 2 3

√
2N5 − 3

√
4(N4)2

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2)

> 0
}

04
ABΛλ =

{
(A,B,Λ, λ) ∈ IR4 : (N10 − 2h)N10N12 6= 0,∣∣∣∣∣∣

B
(
−12 3
√
N7N13 + 1080 3

√
2N8 + 3

√
4(N7)2

)
1080 3

√
2N8(49A− 50B) + 3

√
4(N7)2(49A− 50B) + 180 3

√
N7N9

∣∣∣∣∣∣ < 1

90
,

180 3
√
N7(7Bh(32A− 49B) + 50(λ− Λ))− 1080 3

√
2N9 − 3

√
4(N7)2

42 3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2)

< 0,

(
3
√

2N8(49A− 50B) + 3
√

4(N7)2(49A− 50B) + 180 3
√
N7N9) 6= 0,

3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0

}
.

El resultado principal en este Caso 3, acerca de la existencia de soluciones periódicas

del sistema (4.111) es.

Teorema 4.7 (Existencia) En cada nivel de enerǵıa positiva H3 = h, con ε > 0

suficientemente pequeño, A,B,Λ y λ números reales arbitrarios, el sistema hamilto-

niano (4.111) tiene familias de soluciones periódicas ϕ(t, ε) = (x(t, ε), y(t, ε),px(t, ε),

py(t, ε)), donde

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =
√

2h− r∗2 cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =
√

2h− r∗2 sin(t+ α∗) +O(ε),

y las soluciones periódicas del sistema hamiltoniano (4.111) son contadas como

sigue, existe
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(a) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 01
ABΛλ, y

(r∗, α∗) =

(√
2h,

1

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)

7(A+ 10B)Bh

))
(b) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 02

ABΛλ, y

r∗ =

√
−

3
√
N1

(
378Bh(3A− 7B) + 100(λ− Λ)

)
− 2 3
√

2N2 − 3
√

4(N1)2

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B)

,

α∗ =0

(c) al menos dos familias de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 03
ABΛλ, y

r∗ =

√
−

3
√
N4(546ABh− 606B2h+ 100λ− 100Λ)− 2 3

√
2N5 − 3

√
4(N4)2

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2)

,

α∗ =± π

2

(d) al menos una familia de soluciones periódicas si (A,B,Λ, λ) ∈ 04
ABΛλ, y

r∗ =

√
−

180 3
√
N7(7Bh(32A− 49B) + 50(λ− Λ))− 1080 3

√
2N9 − 3

√
4(N7)2

42 3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2)

,

α∗ =− 1

2
arc cos

 90B
(
−12 3
√
N7N13 + 1080 3

√
2N8 + 3

√
4(N7)2

)
1080 3

√
2N8(49A− 50B) + 3

√
4(N7)2(49A− 50B) + 180 3

√
N7N9

 ,

donde N1, N2, N4, N5, N7, N8, N9, y N13 son expresiones descritas previa al Teorema

4.7.

Demostración. De (4.114) se tiene que

f21 =
1

320
Br3 sin(2α)

(
r2 − 2h

) (
r2(50B − 49A) + 90B cos(2α)

(
r2 − 2h

)
− 240Bh

)
.

Resolviendo la ecuación f21(r, α) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:

Condición 3.1: r = 0,

Condición 3.2: r =
√

2h,

Condición 3.3: sin(2α) = 0,

Condición 3.4: (r2(50B − 49A) + 90B cos(2α) (r2 − 2h)− 240Bh) = 0.
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A continuación analizaremos cada caso.

Condición 3.1: Si r = 0, entonces las funciones f21 y f22 son

f21 =0,

f22 =
5h2λ

4
.

Observe que en esta Condición 3.1 el Jacobiano de f2 es nulo pues f21 = 0. Por

tanto el método del promedio de segundo orden no da información sobre soluciones

periódicas.

Condición 3.2: Si r =
√

2h, entonces f22 en la variable α es

f22(
√

2h, α) =
1

40
h2
(
14h(9A2 − 10AB − 4B2)− 7Bh cos(2α)(7A+ 10B)− 50Λ

)
.

Resolviendo la ecuación f22(
√

2h, α) = 0, obtenemos como ráıces a

α∗ =
n

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)

7(A+ 10B)Bh

)
+ kπ,

donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Por la periodicidad de la función coseno, el sistema

(4.115) tiene para cada k ∈ {0, 1} dos ceros dados por

(r∗, α∗) =

(√
2h,

n

2
arc cos

(
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)

7(A+ 10B)Bh

)
+ kπ

)
.

(4.116)

donde n = −1, 1 y estos ceros (r∗, α∗) están bien definidos para valores de los

parámetros A,B, Λ y λ si se satisface

(A+ 10B)B 6= 0,

∣∣∣∣63A2h− 70ABh− 28B2h− 25Λ

(A+ 10B)Bh

∣∣∣∣ < 7

2
. (4.117)

El Jacobiano de f2 evaluado en estos ceros (4.116) es

Jf2(
√

2h,α∗) =
1

400

(
7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ

)(
63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ

)
h4,

que es no nulo si(
7h(9A− 2B)(2A−B)− 50Λ

)(
63h(A− 2B)(2A+B)− 50Λ

)
6= 0. (4.118)
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Aplicando el método del promedio de segundo orden se puede ver que los cuatro ceros

(4.116) corresponde a diferentes condiciones iniciales de la misma solución periódica

del sistema diferencial (4.111). Esto completa la demostración del Teorema 4.7 parte

(a).

Observación 4.17 Note que las condiciones sobre los parámetros dados en (4.117)

y (4.118) forman un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.14).

Figura 4.14: Región en el espacio de parámetros (A,B,Λ) ∈ 01
ABΛλ.

Condición 3.3: sin(2α) = 0 ⇔ α = k
π

2
con k ∈ Z, debido a la periodicidad de la

función seno estudiamos para k = 0, 2± 1.

Subcondición 3.3.1: Si α = 0 ó α = π (es decir k = 0, 2), entonces la función la

función f21 ≡ 0 y f22 en la variable r es:

f22(r, 0) =
1

160

(
63A2r6 + 189ABr4

(
3h− 2r2

)
+ 63B2

(
18h2r2 − 21hr4 + 5r6

)
+ 50λ

(
r2 − 2h

)2 − 50Λr4
)
.

Resolviendo la ecuación f22(r, 0) = 0, tenemos solo una ráız real positivo

r∗ =

√
−

3
√
N1

(
378Bh(3A− 7B) + 100(λ− Λ)

)
− 2 3
√

2N2 − 3
√

4(N1)2

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B)

,
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donde las expresiones de N1 y N2 son dadas previa al Teorema 4.7. Observemos que

el sistema (4.115) tiene un cero dado por (r∗, 0), que está bien definido si

3
√
N1(A− 5B)(A−B) 6= 0,

3
√
N1

(
378Bh(3A− 7B) + 100(λ− Λ)

)
− 2 3
√

2N2 − 3
√

4(N1)2

378 3
√
N1(A− 5B)(A−B)

< 0. (4.119)

El Jacobiano de f2 evaluado en (r∗, 0) es

Jf2(r∗,0) =− 1

12800

(
7BN2

3 (2h−N3)(N3(7A− 20B) + 60Bh)(N3(378Bh(3A− 7B)

+ 189N3(A− 5B)(A−B) + 100(λ− Λ)) + 2h(567B2h− 100λ))
)
,

que es no nulo si(
BN3(2h−N3)(N3(7A− 20B) + 60Bh)(N3(378Bh(3A− 7B)

+ 189N3(A− 5B)(A−B) + 100(λ− Λ)) + 2h(567B2h− 100λ))
)
6= 0, (4.120)

donde la expresión N3 es dada previas al Teorema 4.7. Por el método del promedio

de segundo orden podemos concluir que el cero (r∗, 0) proporciona al menos una

familia de soluciones periódicas del sistema diferencial (4.111). Esto completa la

demostración del Teorema 4.7 parte (b).

Observación 4.18 Note que para B = −1, las condiciones sobre los parámetros en

(4.119) y (4.120) forman un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.15).

Figura 4.15: Región transversal en el espacio de parámetros (A,B,Λ, λ) ∈ 02
ABΛλ.
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Subcondición 3.3.2: Si α = ±π
2

(i.e. k = ±1), entonces la función f22 en la

variable r es:

f22(r,±π/2) =
1

160

(
63A2r6 + 91ABr4

(
3h− 2r2

)
+B2(174h2r2 − 303hr4 + 115r6)

+ 50λ
(
r2 − 2h

)2 − 50Λr4
)
.

Resolviendo f22(r,±π/2) = 0, tenemos solo una ráız real positivo

r∗ =

√
−

3
√
N4(546ABh− 606B2h+ 100λ− 100Λ)− 2 3

√
2N5 − 3

√
4(N4)2

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2)

,

donde las expresiones N4 y N5 son dadas previa al Teorema 4.7. Se puede ver que

el sistema (4.115) tiene dos ceros dados por
(
r∗,±π

2

)
que están bien definidos si

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2) 6= 0,

3
√
N4(546ABh− 606B2h+ 100λ− 100Λ)− 2 3

√
2N5 − 3

√
4(N4)2

3
√
N4(378A2 − 1092AB + 690B2)

< 0. (4.121)

Por otro lado es fácil ver que el Jacobiano de f2 evaluado en
(
r∗,±π

2

)
es

Jf2(r∗,±π/2) =
1

12800

(
BN6(2h−

√
N6)(

√
N6(49A+ 40B) + 60Bh)(3N6(63A2

− 182AB + 115B2) + 2
√
N6(3Bh(91A− 101B) + 50(λ− Λ))

+ 2h(87B2h− 100λ))
)
,

el cual es no nulo, si(
BN6(2h−

√
N6)(

√
N6(49A+ 40B) + 60Bh)(3N6(63A2 − 182AB + 115B2)

+ 2
√
N6(3Bh(91A− 101B) + 50(λ− Λ)) + 2h(87B2h− 100λ))

)
6= 0, (4.122)

donde la expresión N6 es dada previa al Teorema 4.7. Por el método del promedio de

segundo orden podemos concluir que los ceros
(
r∗,±π

2

)
proporcionan al menos dos

soluciones periódicas del sistema diferencial (4.111). Esto completa la demostración

del Teorema 4.7 parte (c).

Observación 4.19 Note que para B = −1, las condiciones sobre los parámetros en

(4.121) y (4.122) es no vaćıo (ver Figura 4.16).



4.3 El promedio de segundo orden aplicado al sistema hamiltoniano... 143

Figura 4.16: Región transversal en el espacio de parámetros (A,B,Λ, λ) ∈ 03
ABΛλ.

Condición 3.4: Si(
−240Bh+ (−49A+ 50B)r2 + 90B(−2h+ r2) cos(2α)

)
= 0, entonces α en términos

de r es dado por

α =
n

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
+ kπ, (4.123)

donde n = −1, 1, y k ∈ Z. Debido a la periodicidad de la función coseno se debe

considerar los casos k = 0 y k = 1. Se puede ver que el caso k = 1 genera una

complejidad desde el punto de vista computacional. Por lo que consideraremos solo

el caso k = 0.

Si k = 0, entonces α =
n

2
arc cos

(
−49Ar2 + 240Bh− 50Br2

180Bh− 90Br2

)
, con n = −1, 1 y la

función f22 en la variable r es

f22(r, α) =
3269

14400

(
A2r6 + 140ABr4

(
144h− 145r2

)
+ 70B2r2

(
r2 − 3h

)
(125r2 − 66h) + 4500

(
λ
(
r2 − 2h

)2 − Λr4
))
.

Resolviendo la ecuación f22(r, α) = 0 tenemos sólo una ráız real

r∗ =

√
−

180 3
√
N7(7Bh(32A− 49B) + 50(λ− Λ))− 1080 3

√
2N9 − 3

√
4(N7)2

42 3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2)

.

Sustituyendo la ráız r∗ en 4.123 obtenemos que α es

α∗ = −1

2
arc cos

 90B
(
−12 3
√
N7N13 + 1080 3

√
2N8 + 3

√
4(N7)2

)
1080 3
√

2N8(49A− 50B) + 3
√

4(N7)2(49A− 50B) + 180 3
√
N7N9

 ,
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donde las expresiones N7, N8, N9 y N13 son dadas previas al Teorema 4.7. Note que

el sistema (4.115) tiene un cero dado por (r∗, α∗) que está bien definida si cumple

las siguientes condiciones

3
√

2N8(49A− 50B) + 3
√

4(N7)2(49A− 50B) + 180 3
√
N7N9 6= 0,

3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2) 6= 0,∣∣∣∣∣∣

B
(
−12 3
√
N7N13 + 1080 3

√
2N8 + 3

√
4(N7)2

)
1080 3
√

2N8(49A− 50B) + 3
√

4(N7)2(49A− 50B) + 180 3
√
N7N9

∣∣∣∣∣∣ < 1

90
,

180 3
√
N7(7Bh(32A− 49B) + 50(λ− Λ))− 1080 3

√
2N9 − 3

√
4(N7)2

3
√
N7(467A2 − 2900AB + 1250B2)

< 0. (4.124)

El Jacobiano de f2 evaluado en este cero (r∗, α∗1) es

Jf2(r∗,α∗1) =
1

207360000 (N10 − 2h) 2
N2

10N12,

el cual es no nulo, si

(N10 − 2h)N10N12 6= 0, (4.125)

donde las expresiones N10 y N12 son dadas previas al Teorema 4.7. Aśı podemos

concluir por el método del promedio de segundo orden que el cero (r∗, α∗) propor-

ciona al menos una familia de soluciones periódicas del sistema diferencial (4.111).

Esto completa la demostración del Teorema 4.7 parte (d).

Observación 4.20 Note que para B = 1, las condiciones sobre los parámetros en

(4.124) y (4.125) forman un conjunto no vaćıo (ver Figura 4.17).
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Figura 4.17: Región transversal en el espacio de parámetros (A,B,Λ, λ) ∈ 04
ABΛλ.

Esto finaliza la demostración del Teorema 4.7. 2

Corolario 4.4 La familia de soluciones periódicas (x(t, ε), y(t, ε), px(t, ε), py(t, ε))

del sistema hamiltoniano (4.111) obtenidos a partir de los ceros (r∗, α∗) de la función

promedio, en cada nivel de enerǵıa positiva H3 = h son dados por

x(t, ε) =r∗ cos(t) +O(ε),

y(t, ε) =ρ∗ cos(t+ α∗) +O(ε),

px(t, ε) =r∗ sin(t) +O(ε),

py(t, ε) =ρ∗ sin(t+ α∗) +O(ε).

A continuación presentamos un resultado parcial sobre la estabilidad de soluciones

periódicas determinadas en el Teorema 4.7.

Teorema 4.8 (Estabilidad) La familia de soluciones periódicas del Teorema 4.7

parte (a) es inestable.

Demostración. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periódicas

dadas en el Teorema 4.7 parte (a) se aplicará el Teorema 2.6 que dice que el tipo de

estabilidad de las soluciones periódicas viene dado por el signo de los autovalores λ1

y λ2 de la matriz jacobiana Jf2(r,α) evaluada en los ceros (r∗, α∗).



146

La familia de soluciones periódicas del Teorema 4.7 parte (a) es inestable, pues

los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluada en (r∗, α∗) son

λ1 = − 7

20
Bh3(7A+ 10B)

√
1− (126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ)2

(49ABh+ 70B2h)2 ,

λ2 = −λ1.

Podemos observar que la condición de inestabilidad es no vaćıa si (A,B,Λ) ∈ 01
ABΛλ

y
126A2h− 140ABh− 56B2h− 50Λ

49ABh+ 70B2h
< 1.

2

Observación 4.21 Notemos que no podemos establecer la estabilidad de las famil-

ias de soluciones periódicas del Teorema 4.7 parte (b), (c) y (d) usando el método

del promedio de segundo orden ya que:

para B < 0, los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluados en los ceros

(r∗, α∗) son complejos conjugados, para B > 0, los autovalores de la matriz Ja-

cobiana de f2 evaluado en los ceros (r∗, α∗) son indeterminados y finalmente para

B = 0, los autovalores de la matriz Jacobiana de f2 evaluados en los ceros (r∗, α∗)

es nulo.



Caṕıtulo 5

Ecuaciones diferenciales en time

scales

En este caṕıtulo consideraremos el problema de la existencia de soluciones periódi-

cas para ecuaciones diferenciales dinámicas perturbadas en time scale mediante el

método de promedio. El propósito es recopilar informaciones básicas y resultados

generales del comportamiento de los Sistemas Dinámicos en time scale y estudiar en

este contexto el método del promedio.

5.1. Introducción y resultados básicos

En esta sección, presentaremos algunas definiciones básicas, conceptos y resultados

generales relativos a time scale. Para obtener más detalles sobre espacios se puede

ver por ejemplo [44,48], 4]. La teoŕıa de time scale fue introducida por primera

vez por Hilger [62] en 1990 para estudiar las diferencias entre análisis discretos

y continuos. Por tanto el estudio de espacios time scale ofrece una gran ayuda

para unificar sistemas dinámicos discretos y continuos. Este contexto presenta una

poderosa herramienta para aplicaciones en modelos de economı́a y bioloǵıa, entre

otros.

147
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5.1.1. Conjuntos time scales

Definición 5.1 Un time scale T es un subconjunto cerrado arbitrario no vaćıo de

los números reales IR. Los conjuntos IR, Z, IN, IN0, es decir, los números reales,

los enteros, los números naturales y los no negativos son ejemplos de time scale,

como también son

[0, 1] ∪ [2, 3] , [0, 1] ∪ IN,

mientras que los conjuntos Q, IR−Q, C, (0, 1), es decir, los números racionales,

los números irracionales, los números complejos y el intervalo abierto entre 0 y 1,

no son time scale.

Asumimos que el conjunto T satisface los siguientes axiomas.

Axioma 1: Existe una relación ≤ en T, que es

(i) reflexivo (t ≤ t para todo t ∈ T),

(ii) transitivo (r ≤ s y s ≤ t⇒ r ≤ t para todas las r, s, t ∈ T),

(iii) antisimétrico (r ≤ s y s ≤ r ⇒ r = s para todo r, s ∈ T),

(iv) total (r ≤ s o s ≤ r para todo r, s ∈ T).

La relación ≤ hace que T sea un conjunto o cadena linealmente ordenado.

Axioma 2: Cualquier subconjunto de T que está acotado superiormente tiene un

ĺımite superior mı́nimo en T, es decir, la cadena (T,≤) es condicionalmente

completa.

Topoloǵıa de orden: El conjunto de intervalos abiertos

(r, s) = [t ∈ T : r < t < s, r, s ∈ T ∪ {±∞}]

genera una topoloǵıa en T y es llamado topoloǵıa de orden en T.

Definición 5.2 Para t ∈ T definimos el operador de salto hacia adelante y el oper-

ador de salto hacia atrás σ, ρ : T→ T, respectivamente, de la siguiente manera:

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t},

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}.
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En caso de que T esté acotado superiormente, complementamos la definición por

σ(máxT) = máxT y ρ(mı́nT) = mı́nT, si T es acotado inferiormente. Los oper-

adores nos permiten clasificar los elementos de T como :

t es disperso a la derecha σ(t) > t

t es denso a la derecha σ(t) = t

t es disperso a la izquierda ρ(t) < t

t es denso a la izquierda ρ(t) = t

t es aislado ρ(t) < t < σ(t)

t es denso ρ(t) = t = σ(t)

5.2. rd-Continuidad y ∆-Diferenciabilidad en time

scale

Para crear una noción de diferenciación para funciones definidas en (T,≤), nece-

sitamos medir la distancia entre dos elementos de T. El siguiente axioma ofrece esta

facilidad.

Axioma 3: En una cadena (T,≤) condicionalmente completa, existe una función

µ : T× T→ IR que satisface las propiedades

(i) µ(r, s) + µ(s, t) = µ(r, t), t, r, s ∈ T,

(ii) µ(r, s) > 0 si r > s, r, s ∈ T,

(iii) µ es continuo.

Definición 5.3 Definimos la función de graininess µ : T→ [0,∞) por

µ(t) = σ(t)− t.

Ejemplo 5.1 Si T = IR, entonces tenemos para cualquier t ∈ T,
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σ(t) = ı́nf{s ∈ IR : s > t} = ı́nf(t,∞) = t

y similarmente ρ(t) = t. Aśı, cada punto t ∈ IR es denso. La función de graininess

µ es

µ(t) ≡ 0, para todo t ∈ T.

Usamos el śımbolo [a, b]T para denotar un intervalo compacto en T, es decir, si

a, b ∈ T, entonces [a, b]T = {t ∈ T; a ≤ t ≤ b}. El intervalo abierto y semi abierto se

definen de forma análoga.

Para cualquier time scale T, podemos definir su norma como

||T|| := sup{µ(t) : t ∈ T}.

Claramente ||T|| ∈ [0,+∞], ||IR|| = 0, ||Z|| = 1 y ||{n2 : n ∈ IN}|| = +∞, si a, b > 0,

entonces || ∪∞k=1 [k(a+ b), k(a+ b) + a]|| = b.

Definimos el conjunto Tk de la siguiente manera: si T tiene un máximo m disperso

a la izquierda, entonces Tk = T− {m}. De lo contrario, T k = T. Aśı

Tk =


T− (ρ(supT), supT], si supT <∞,

T, si supT =∞.

Finalmente, para la función f : T→ IR, definimos fσ : T→ IR por

fσ(t) = f(σ(t)) para todo t ∈ T,

es decir fσ = f ◦ σ.

Definición 5.4 Una función f : T→ IR es llamado regular siempre que sus ĺımites

del lado derecho existen en todos los puntos densos a la derecha en T y existen los

ĺımites en el lado izquierdo en todos los puntos densos a la izquierda en T.

Definición 5.5 Una función f : T→ IR es rd-continua siempre que sea continua en

puntos densos a la derecha en T y sus ĺımites en el lado izquierdo existen (finitos) para

todo los puntos densos a la izquierda en T. El conjunto de funciones rd-continuas

f : T→ IR será denotado por

Crd = Crd(IR) = Crd(T, IR).
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Teorema 5.1 Para una función f : T → IR. Entonces tenemos las siguientes

propiedades:

(i) Si f es continua en t, entonces f es rd-continua en t.

(ii) Si f es rd-continua en t, entonces f es regular en t.

(iii) El operador de salto σ es rd-continua.

iv) Si f es regular ó rd-continua, entonces también lo es fσ.

v) Asumimos que f es continua. Si g : T → IR es regular ó rd-continua, entonces

f ◦ g es regular ó rd-continua, respectivamente.

Demostración. La demostración de este teorema se puede ver en [44]. 2

Dada una función f : T → IR, la derivada usual en IR f ′(t) es reemplazada por

∆-derivada f∆(t), donde t ∈ Tk. Similarmente, la integral habitual
∫ b
a
f(t)dt se

reemplaza por ∆-integral
∫ b
a
f(t)∆t. Las definiciones precisas de estos conceptos se

pueden encontrar en [62]. El hecho importante es que

f∆(t) =


ĺıms→t

f(t)− f(s)

t− s
, si t es denso a la derecha

f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
, si t es disperso a la derecha

con la condición de que ∆-derivada f∆(t) exista.

Definición 5.6 Una función f : T → IR es ∆-diferenciable en t ∈ T, si existe un

número real, denotado por f∆(t), llamado la ∆- derivada de f en t, tal que para

todo ε > 0 existe una vecindad U de t tal que

|f(σ(t))− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)| ≤ ε|σ(t)− s|, para todo s ∈ U.

Llamamos a fM(t) la derivada delta (o Hilger) de f en t. Además, decimos que f es ∆-

diferenciable en Tk siempre que f∆(t) exista para todo Tk. La función f∆ : Tk → IR

es entonces llamado la derivada de f en Tk.
Para una función f : T → IR, hay una segunda derivada f∆∆ siempre que f∆ sea

diferenciable en Tk2 = (Tk)k con derivada f∆∆ = (f∆)∆ : Tk2 → IR.
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Teorema 5.2 Sea f : T→ IR una función y t ∈ Tk. Entonces tenemos las siguientes

propiedades

(i) Si f es diferenciable en t, entonces f es rd-continua en t,

(ii) Si f es rd-continua en t y t está dispersa a la derecha, entonces f es diferenciable

en t con

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
,

(iii) Si t es denso a la derecha, entonces f es diferenciable en t si el ĺımite

ĺıms→t
f(t)− f(s)

t− s

existe, en este caso

f∆(t) = ĺıms→t
f(t)− f(s)

t− s
.

(iv) Si f es diferenciable en t, entonces f(σ(t)) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Teorema 5.3 Asumimos que f, g : T → IR son funciones diferenciables en t ∈ Tk.
Entonces

1. La suma f + g : T→ IR es diferenciable en t y se tiene que

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

2. Para cualquier constante real α, αf : T→ IR es diferenciable en t con

(αf)∆(t) = αf∆(t).

3. El producto fg : T→ IR es diferenciable en t y se satisface

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t) = f(t)g∆(t) + f∆(t)g(σ(t)).

4. Si f(t)f(σ(t)) 6= 0, entonces 1/f es diferenciable en t con(
1

f

)∆

(t) = − f∆(t)

f(t)f(σ(t))
.
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5. Si g(t)g(σ(t)) 6= 0, entonces f/g es diferenciable en t con(
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

g(t)g(σ(t))
.

Ejemplo 5.2 (i) Si f : T→ IR es definido por f(t) = α para todo t ∈ T, donde

α es una constante real constante, entonces f∆(t) ≡ 0. Esto es claro porque

para cualquier ε > 0,

|f(σ(t))− f(s)− 0(σ(t)− s)| = |α− α| = 0 ≤ ε|σ(t)− s|

para todo s ∈ T.

(ii) Si f : T → IR es definido por f(t) = t para todo t ∈ T, entonces f∆(t) ≡ 1.

Pues ε > 0,

|f(σ(t))− f(s)− 1(σ(t)− s)| = |σ(t)− s− (σ(t)− s)| = 0 ≤ ε|σ(t)− s|

para todo s ∈ T.

El siguiente concepto de ∆-integral de Riemann en time scale representa una gen-

eralización del clásico integral de Riemann:

5.2.1. Integrabilidad en time scale

Sea T un time scale. Una partición de [a, b]T es una sucesión finita de puntos

{t0, t1, · · · , tm} ⊂ [a, b]T, a = t0 < t1 < · · · < tm = b.

Dada esa partición, ponemos ∆ti = ti− ti−1. Una partición consiste en una sucesión

de puntos {ξ1, · · · , ξm} tal que ξi ∈ [ti−1, ti) para cada i ∈ {1, ...,m}. El conjunto

de todas las particiones de puntos de [a, b]T se denotará con el śımbolo D = D(a, b).

Si no se indica lo contrario, siempre asumiremos que los puntos de división son

{t0, t1, · · · , tm} y {ξ1, · · · , ξm}.

Definición 5.7 Una función acotada f : [a, b]T → IR es llamado ∆-integral de

Riemann si existe un número S ∈ IR con la propiedad de que para cada ε > 0,

existe un δ > 0; |
∑m

i=1 f(ξi)∆ti − S| < ε para todo D ∈ Dδ(a,b). El número S es

llamado el valor ∆-integral de Riemann de f sobre [a, b]T y escribimos∫ b

a

f(t)∆t = S.
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Las propiedades de ∆-integral de Riemann son similares a las propiedades del clásico

integral de Riemann, (ver [20] o el Caṕıtulo 5 de [48] para las pruebas correspondi-

entes).

Teorema 5.4 Si f es una función ∆-integral de Riemann en [a, b]T, entonces

también es ∆-integral de Riemann en cada sub-intervalo [c, d]T de [a, b]T.

Cada función rd-continua es ∆-integral de Riemann.

El producto de dos funciones ∆-integrables de Riemann es de nuevo ∆-integrable

de Riemann.

Teorema 5.5 Si f : [a, b]T → IR es una función ∆-integral de Riemann, entonces

para cada ε > 0, existe un δ > 0 tal que
∑m

i=1(Mi−mi)∆ti < ε para todo D ∈ Dδ(a,b),

donde Mi = supu∈[ti−1,ti)
f(u) y mi = ı́nfu∈[ti−1,ti) f(u).

Teorema 5.6 (Existencia de Pre-antiderivadas) Sea f una función regular. En-

tonces existe una función F el cuál es pre-diferenciable en la región de diferenciación

D0 tal que

F∆(t) = f(t), para todo t ∈ D0

Definición 5.8 Asumimos que f : T → IR es una función regular. Una función F

como en el Teorema 5.6 es llamado una pre-antiderivada de f . Definimos la integral

indefinida de una función regular f por∫
f(t)∆t = F (t) + C, t ∈ T,

donde C es una constante y F es una pre-antiderivada de f . Definimos la ∆-integral

de Cauchy por ∫ s

r

f(t)∆t = F (s)− F (r), para todo t ∈ T.

Una función F : T→ IR es llamado una antiderivada de f tal que

F∆(t) = f(t), para todo t ∈ Tk.
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Teorema 5.7 (Existencia de antiderivadas) Cada función rd-continua f tiene

una antiderivada. En particular si t0 ∈ T, entonces F definido por

F (t) :=

∫ t

t0

f(τ)∆τ, para t ∈ T

es una antiderivada de f .

El siguiente Teorema son propiedades elementales de ∆-integral.

Teorema 5.8 Si a, b, c ∈ T, α ∈ IR, y f, g ∈ Crd. Entonces

(a)
∫ b
a
[f(t) + g(t)]∆t =

∫ b
a
f(t)∆t+

∫ b
a
g(t)∆t,

(b)
∫ b
a
(αf)(t)∆t = α

∫ b
a
f(t)∆t,

(c)
∫ b
a
f(t)∆t = −

∫ a
b
f(t)∆t,

(d)
∫ a
a
f(t)∆t = 0,

(e)
∫ b
a
f(t)∆t =

∫ c
a
f(t)∆t+

∫ b
c
f(t)∆t,

(f) Si |f(t)| ≤ g(t) en [a, b) , entonces

|
∫ b
a
f(t)∆t| ≤

∫ b
a
g(t)∆t,

(g) Si f(t) ≥ 0 para todo a ≤ t < b, entonces
∫ b
a
f(t)∆t ≥ 0,

Teorema 5.9 Si a, b ∈ T y f, g ∈ Crd, y f, g diferenciables, entonces

(a)
∫ b
a
f(σ(t))g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∆(t)g(t)∆t,

(b)
∫ b
a
f(t)g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b
a
f∆(t)g(σ(t))∆t.

Teorema 5.10 Si f : T→ IR es una función arbitraria y t ∈ T, entonces∫ σ(t)

t
f(τ)∆τ = µ(t)f(t).

La ∆-integral de Riemann de una función matricial f : [a, b]T → IRn×n, donde

A = {aij}nij, se define de manera directa como la matriz

{
∫ b
a
aij(t)∆t}ni,j=1

(siempre que exista); lo denotamos por
∫ b
a
A(t)∆t.
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5.3. Ecuaciones diferenciales y soluciones en time

scale

Consideraremos el siguiente sistema diferencial con valor inicial (PVI)

x∆ = f(t, x), t ∈ Jk,

x(t0) = x0, (5.1)

donde Jk ⊆ J con J un subconjunto cerrado (posiblemente ilimitado arriba) de un

time scale T (que es un subconjunto cerrado, no vaćıo de los números reales) con

f : Jk × D ⊆ Jk × IR → IR y (t0, x0) es un punto dado en Jk × D. El ∆ denota

“diferenciación”.

Una solución del sistema diferencial (5.1) es una función delta-diferenciable φ : I ⊆
J → IR tal que los puntos (t, φ(t)) están en I × D para todo t ∈ I ⊆ J y φ(t)

satisface la ecuación diferencial (5.1) para todo t ∈ Ik ⊆ Jk.

Comenzaremos con el desarrollo de Teoŕıa de Floquet en time scale. Si queremos for-

mular el Teorema de Floquet en time scale, debemos introducir una nueva suposición

sobre “el espacio tiempo” T.

Definición 5.9 (Kaufmann and Raffoul [15]) Sea T > 0 un número real. Un

time scale T es llamado T -periódico si t ∈ T implica t ± T ∈ T y µ(t) = µ(t ± T ).

Para T 6= IR, el T positivo más pequeño es llamado el peŕıodo de time scale.

Ejemplo 5.3 El time scale T = ∪∞k=0[2k, 2k + 1] es un time scale 2 periódico.

Definición 5.10 (Kaufmann and Raffoul [15]) Sea T 6= IR un time scale periódi-

co con periodo T . Decimos que la función f : T→ IR es periódico con peŕıodo ω si

existe un número natural n tal que ω = np, f(t+ω) = f(t) para todo t ∈ T y ω es el

número más pequeño tal que f(t+ω) = f(t). Si T = IR, decimos que f es periódico

con peŕıodo ω > 0 si ω es el número positivo más pequeño tal que f(t + ω) = f(t)

para todos los t ∈ T.

Si φ(t) es una solución arbitraria de (5.1), entonces la función φ(t) := ψ(t + T ) es

también una solución de (5.1) como

ψ∆(t) = φ∆(t+ T ) = a(t+ T )φ(t+ T ) = a(t)ψ(t),

entonces hay una constante c 6= 0 tal que
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ψ(t) ≡ φ(t)c,

para todo t ∈ T. Podemos escribir c := φ−1(t0)φ(t0 + T ). Por lo tanto

φ(t0 + 2T ) = φ((t0 + T ) + T ) = φ(t0 + T )c = φ(t0)c2

De la prueba conocida del Teorema de Floquet para EDO es claro que nos gustaŕıa

probar que existe una constante b > 0 tal que

c2 = eb(t0 + 2T, t0).

Si esto es cierto, podemos proceder de la siguiente manera. Escribamos

p(t) := φ(t)
1

eb(t, t0)
= φ(t)eb(t0, t),

entonces

p(t+ 2T ) = φ(t+ 2T )eb(t0, t+ 2T )

= φ(t)c2eb(t0, t+ 2T )

= φ(t)eb(t0 + 2T, t0)eb(t0, t+ 2T )

= φ(t)eb(t0 + 2T, t+ 2T )

= φ(t)eb(t0, t)

= p(t);

por lo tanto, hay una función 2T -periódica p(t) tal que

φ(t) = p(t)eb(t, t0),

que es exactamente la prueba del Teorema de Floquet (real).

5.3.1. El logaritmo real generalizado

El enfoque habitual en EDO es construir expĺıcitamente b, que a menudo se llama el

logaritmo real (matriz) de c. Esta es la parte más complicada de la teoŕıa de Floquet.

Pero cualquier uso conocido de la teoŕıa de Floquet no es constructivo, por lo que

de hecho es suficiente para probar la existencia de tal b. Para hacer esto, recordemos

que eb(t, t0) es la solución única del problema inicial

x∆(t) = bx(t), x(t0) = 1, t, t0 ∈ T, (5.2)
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de donde tenemos que encontrar una representación de la solución x(t) de (5.2) .

Para este fin, podemos reemplazar (5.2) por una ecuación diferencial ordinaria en

IR como en [40]. No hay un inverso habitual para eb(t, t0), que es una rica fuente de

dificultades de la teoŕıa de Floquet sobre time scale.

5.3.2. La solución del sistema dinámico lineal

Teorema 5.11 (Existencia) Consideremos el sistema diferencial lineal homogéneo

de primer orden en time scale

x∆(t) = A(t)x(t), x(t0) = x0, t0 ∈ T. (5.3)

Para cualquier condición inicial x(t0) = x0, el sistema diferencial lineal homogéneo

(5.3) tiene una única solución dado por

x(t) = ΦA(t, t0)x0, (5.4)

donde x(t) ∈ C1
rd(T, IR

n×n).

La matriz de transición ΦA(t, t0) (podemos ver como una función de dos variables),

definido por la serie generalizada Peano-Baker

ΦA(t, τ) = I +

∫ t

τ

A(s1)∆s1 +

∫ t

τ

A(s1)

∫ s1

τ

A(s2)∆s2∆s1 · · ·

+

∫ t

τ

A(s1)

∫ s1

τ

A(s2)∆s2∆s1

∫ si−1

τ

A(si)∆si · · ·∆s1 + · · ·

converge absolutamente y uniformemente para t, t0 ∈ [−T, T ], donde T > 0 es

arbitrario.

Demostración. Esto se demuestra en el libro de Bohner y Peterson (ver en [44]).

A continuación presentamos un ejemplo de un sistema diferencial y obtendremos su

matriz de transición

Ejemplo 5.4 Consideremos el sistema diferencial lineal de 2× 2

X∆(t) =

(
0 t

0 0

)
X(t), X(t0) =

(
1 0

0 1

)
,
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la matriz de transición a través de la serie Peano-Baker es

ΦA(t, t0) =

(
1 0

0 1

)
+

∫ t

t0

(
0 s1

0 0

)
∆s1 +

∫ t

t0

(
0 s1

0 0

)∫ s1

t0

(
0 s2

0 0

)
∆s2∆s1 + · · ·

Es fácil ver que todos los términos de la serie Peano-Baker son la matriz cero después

del segundo término. Por lo tanto,

ΦA(t, t0) =

(
1
∫ t
t0
s1∆s1

0 1

)
.

Teorema 5.12 Supongamos que A(t) ≡ A es una matriz constante. Entonces la

matriz de transición para la ecuación (5.3) es

ΦA(t, t0) ≡ eA(t, t0),

donde la matriz exponencial es definido por series de potencia

eA(t, t0) =
∞∑
i=0

Aihi(t, t0)x0,

que converge absolutamente y uniformemente para t, t0 ∈ [−T, T ]T, para algún T >

0.

5.3.3. Funciones exponenciales generalizadas

La función p : T→ IR es regresiva si 1 + µp(t) 6= 0 para todo t ∈ Tk, este concepto

motiva la definición de los siguientes conjuntos:

< = {p : T→ IR : p ∈ Crd(T) y 1 + µp(t) 6= 0para todo t ∈ Tk},

<+ = {p ∈ < : 1 + µp(t) > 0 para todo t ∈ Tk}.

El conjunto de funciones rd-continuas f denotamos por:

< = <(T) = <(T, IR).

La función p : T → IR es uniformemente regresiva en T si existe una constante

positiva δ tal que 0 < δ−1 ≤ |1+µp(t)|, t ∈ Tk. Una matriz A es regresiva si y solo si

todos sus autovalores están en <. De forma equivalente, la matriz A(t) es regresiva
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si y sólo si 1 + µ(t)A es invertible para todo t ∈ Tk.
Si p ∈ < entonces definimos la función exponencial generalizada en time scale por

ep(t, s) = exp(

∫ t

s

ξµ(t)(p(τ))∆τ), para todo s, t ∈ T

Teorema 5.13 Si p ∈ <, entonces ep(t, r)ep(t, s) = ep(t, s)

ep(σ(t), s) = (1 + µ(t)p(t))ep(t, s).

Si p ∈ <+, entonces ep(t, t0) > 0 para todo t ∈ T

Si 1 + µ(t)p(t) < 0, para algún t ∈ T, entonces ep(t, t0)ep(σ(t), t0) < 0.

Si T = IR, entonces ep(t, s) = e
∫ t
s p(τ)dτ . Además, si p es constante, entonces

ep(t, s) = ep(t,s).

Si T = Z, entonces ep(t, s) =
∏t−1

τ=s(1 + p(τ)). Además, si T = hZ, con h > 0

y p es constante, entonces ep(t, s) = (1 + hp)(t−s)/h.

Si p ∈ < y p : T→ IR es rd-continua, entonces la ecuación diferencial

y∆(t) = p(t)y(t) + f(t), (5.5)

es llamado regresivo.

Matrices regresivos

Sea A una función matricial m× n en T. Se dice que la matriz A es rd-continuo

en T si cada elemento lo es, y todos las funciones matriciales rd-continuas definidos

en T se denotan por

Crd(T, IRm×n).

Una función A matricial m× n en T se denomina regresiva si

I + µ(t)A(t)

es invertible para todo t ∈ T, y la clase de todos las funciones regresivos rd-continuos

se denota por

R = R(T, IRm×n).
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Teorema 5.14 (Variación de constantes) Consideremos el sistema diferencial

regresivo

y∆(t) = A(t)y(t) + f(t). (5.6)

Para cualquier condición inicial x(t0) = x0 ∈ IR, el sistema diferencial regresivo (5.6)

tiene una única solución y : T→ IRn dado por

y(t) = y0ep(t, t0) +

∫ t

t0

ep(t, σ(τ))f(τ)∆τ.

Teorema 5.15 Supongamos A,B ∈ < son funciones matriciales en T. Las sigu-

ientes condiciones son válidas

(i) ΦA(t, r)ΦA(r, s) = ΦA(t, s) para todo r, s, t ∈ T

(ii) ΦA(σ(t), s) = (I + µ(t)A(t))ΦA(t, s).

(iii) Si T = < y A es una constante, entonces ΦA(t, s) = eA(t, s) = eA(t−s)

(iv) Si T = hZ, con h > 0, y A es una constante, entonces ΦA(t, s) = eA(t, s) =

(I + hA)
t−s
h .

Decimos que el sistema n× 1 vectorial

y∆(t) = A(t)y(t) + f(t), (5.7)

es regresivo siempre que A ∈ < y f : T→ IRn es una función vectorial rd-continua.

Teorema 5.16 (Variación de constantes) Consideremos el sistema diferencial

vectorial regresivo

y∆(t) = A(t)y(t) + f(t), (5.8)

Para cualquier condición inicial y(t0) = y0 ∈ IRn, el sistema diferencial regresivo

(5.8) tiene una única solución y : T→ IRn dado por

y(t) = ΦA(t, t0)y0 +

∫ t

t0

ΦA(t, σ(τ))f(τ)∆τ.
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Ejemplo 5.5 Para encontrar la solución al sistema diferencial lineal

x∆(t) =

(
a(t) 1

0 b(t)

)
x(t), x(t0) = x0 =

(
x10

x20

)
escribimos el sistema como dos ecuaciones:

x∆
1 (t) = a(t)x1(t) + b(t)x2(t), x1(t0) = x10

x∆
2 (t) = b(t)x2(t), x2(t0) = x20 .

Es fácil ver que x2(t) = eb(t, t0)x20 . La primera ecuación se puede ver como

x∆
1 (t) = a(t)x1(t) + eb(t, t0)x20 , x1(t0) = x10

la solución es

x(t) = ea(t, t0)x10 +

∫ t

t0

ea(t, σ(s))eb(t, t0)x20∆s.

en su forma matricial, obtenemos

x(t) =

(
ea(t, t0)

∫ t
t0
ea(t, σ(s))eb(t, t0)∆s

0 eb(t, t0)

)
x0.

es decir obtenemos ΦA(t, t0).

5.3.4. Sistema Hamiltoniano lineal en time scale

El propósito en esta subsección es presentar la teoŕıa del sistema hamiltoniano

lineal en time scale.

Un sistema hamiltoniano lineal en time scale T es un sistema diferencial lineal de

primer orden de la forma

x∆ = H(t)x, (5.9)

donde H : T → IR2n×2n es una matriz de funciones rd- continuas que satisface la

identidad

HT (t)F + FH(t) + µ(t)HT (t)FH(t) = 0, (5.10)

con µ función de graininess de time scale y F =

(
0 I

−I 0

)
. El sistema (5.9) con la

matriz H que satisface la identidad (5.10) fue introducido y estudiado en [12, 57] con

el nombre de “sistema dinámico simpléctico”. El concepto de un sistema dinámico

Hamiltoniano fue introducido por Ahlbrandt (ver en [8]).
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5.4. Teorema del promedio en time scale

El propósito en esta sección es estudiar la existencia de soluciones periódicas para

las ecuaciones diferenciales perturbadas en time scale.

Introducimos algunas notaciones. Sea x = (x1, ..., xn) ∈ U , t ∈ T. Sea f : T× U →
IRn ∈ Ck

rd, donde Ck
rd denota el conjunto de todos k-ésima rd-funciones continuas,

para cada (t, x) ∈ T× U . Definimos la función promedio F (·, ε) en time scale por

F (·, ε) =
k∑
i=1

∫ T

0

1

T
εifi(s, ·)4 s. (5.11)

Los resultados que presentaremos a continuación han sido probados por Guo, Li,

Xing y Yang y los detalles de la prueba puede el lector revisar en [60].

Teorema 5.17 Asumimos que T es time scale T-periódica, U ⊂ IRn un conjunto

abierto y acotado. Consideramos la siguiente ecuación diferencial

x∆(t) =
k∑
i=1

εifi(t, x) + εk+1r(t, x, ε), (5.12)

donde fi : T× U → IRn para i = 1, ..., k, r : T× U × (−ε0, ε0)→ IRn son funciones

rd-continuas, T -periódicas en t y localmente Lipchitz con respecto a x. Además,

suponemos que se cumplen las siguientes condiciones:

i) Para cada t ∈ T, p ∈ ∂U , existe una vecindad Np de p, una constante σ > 0

independiente de ε y 1 ≤ j ≤ n tal que∣∣∣∣∣
k∑
i=1

εi(fi)
j(t, q)

∣∣∣∣∣ ≥ |ε|kσ
para algún q ∈ Np, t ∈ [0, T ]T, y ε ∈ [−ε0, ε0]− {0}.

ii) Supongamos que para cada ε ∈ [−ε0, ε0]− {0},

deg(F (·, ε), U, 0) 6= 0,

donde F (·, ε) es definido en (5.11).

Entonces, existe una solución x(t) T -periódica de la ecuación (5.12) tal que x(t) ∈ U ,

para |ε| > 0 suficientemente pequeño.
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Demostración. La demostración de éste Teorema se puede ver en [60].

Observación 5.1 El resultado de la teoŕıa del promedio para ecuaciones diferen-

ciales en time scale de orden arbitrario extiende la teoŕıa del promedio para ecua-

ciones diferenciales ordinarios a orden arbitrario en ε .

Aqúı bosquejamos la prueba del método de promedio de primer orden para ecua-

ciones diferenciales en time scale.

Teorema 5.18 Consideramos la siguiente ecuación diferencial

x∆(t) = εf1(t, x) + ε2r(t, x, ε), (5.13)

donde f1 : T × U → IRn, r : T × U × (−ε0, ε0) → IRn son funciones rd-continuas,

T -periódicas en t, f1(t, x) y r(t, x, ε) son localmente Lipchitz con respecto a x. Defin-

imos la función promedio F : U × (−ε0, ε0)→ IRn por

F (y, ε) =
1

T

∫ T

0

εf1(t, x)4 t. (5.14)

Además, suponemos que para algún subconjunto abierto acotado U ⊂ IRn, ε ∈
[−ε0, ε0]− {0},

deg(F (·, ε), U, 0) 6= 0. (5.15)

Entonces existe una solución T -periódica x(t) de la ecuación (5.13) tal que x(t) ∈ U ,

para |ε| > 0 suficientemente pequeño.

Demostración. Por simplicidad, denotemos

F (t, x, ε) = εf1(t, x) + ε2r(t, x, ε),

Ahora consideremos la ecuación

x∆(t) = F (t, x, ε), (5.16)

donde F : T × U × (−ε0, ε0) → IRn es una función rd-continua, T-periódica en

t, localmente Lipschitz en x, y T un time scale T-periódica, U es un subconjunto

abierto de IRn.

Sea x(t) la solución de (5.13). Por el teorema de existencia y unicidad en time scale
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(ver, Sección 8.3 de [44]), existe un ε0 > 0 tal que para algún y0 ∈ Ū , y ε ∈ [−ε0, ε0],

la solución x(t) existe para todo t ∈ [0, T ]T, y tenemos

x(t) = y0 +

∫ t

0

F (s, x, ε)∆s. (5.17)

Según el Lema 2.1 en [9], sabemos que la existencia de solución T-periódica de (5.13)

es equivalente al siguiente problema de valor acotado de

x∆(t) = F (t, x, ε),

x(T ) = x(0), (5.18)

donde ε ∈ [−ε0, ε0]− {0}, 0, t ∈ T.

Sea

X = {y : [0, T ]T → IRn, y(t) es rd-continuo en[0, T ]T},

y definimos la norma como ||y|| = supt∈[0,T ]T |y(t)|. Podemos ver que X es un espacio

de Banach con la norma || · ||.
Para y0 ∈ IRn y x ∈ X con x(t) ∈ Ū para todo t ∈ [0, T ]T, definimos un operador

τ : X → X de la siguiente manera:

τ(y0, x) =

y0 +
1

T

∫ T
0
εf(s, x(s), ε)∆s

y0 +
∫ t

0
εf(s, x(s), ε)∆s

 , (5.19)

A continuación, la prueba es el mismo que el Teorema 1.1 en [9]. La única diferencia

está en la prueba de 0 6∈ (id −H)(∂(U × V ) × [0, 1]). Ahora damos una prueba de

ello y omitiremos otros detalles.

Denotemos F (t, x, ε) = εf(t, x, ε). Definimos

Xλ =

{
x ∈ X :

∣∣∣∣x(t)− x(s)

t− s

∣∣∣∣ ≤ |ε|λM, ∀t 6= s

}
,

donde M es una constante que satisface

M = sup
t∈[0,T ]T,x∈Ū ,ε∈[−ε0,ε0]

|f(t, x, ε)|.

Definimos una retracción αλ : X → Xλ para λ ∈ [0, 1]. Consideremos el operador

homotópico τ : U × V × [0, 1]→ IRn

τ(y0, x, λ) =

 y0 +
1

T

∫ T
0
εf(s, αλ ◦ x(s), ε)∆s

αλ ◦ y0 + λ
∫ t

0
εf(s, αλ ◦ x(s), ε)∆s

 , (5.20)
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donde (y0, x, λ) ∈ U × V × [0, 1], V = {x ∈ X : x(t) ∈ U,∀t ∈ [0, T ]T}.
Probemos que

0 6∈ (id−H)(∂(U × V )× [0, 1]) (5.21)

donde id es el operador identidad.

Supongamos lo contrario, es decir

0 ∈ (id−H)(∂(U × V )× [0, 1]),

esto es: existe (ỹ0, x̃, λ̃) ∈ ∂(U × V )× [0, 1], tal que (id−H)(ỹ0, x̃, λ̃) = 0, entonces

(5.21) puede ser probado por los siguientes dos casos:

(a) Cuando λ̃ = 0 por la definición del conjunto Xλ, tenemos

X0 =

{
x ∈ X :

∣∣∣∣x(t)− x(s)

t− s

∣∣∣∣ ≤ 0,∀t 6= s

}
= {x ∈ X : x(t) = x(s), ∀t 6= s}

lo que implica que α0 ◦ x(t) = α0 ◦ x(0), para todo t ∈ [0, T ]T. Como (id −
H)(ỹ0, x̃, 0) = 0, tenemos

(ỹ0, x̃, 0) = H(ỹ0, x̃, 0),

es decir (
ỹ0

x̃(t)

)
=

ỹ0 +
1

T

∫ T
0
εf(s, α0 ◦ x̃(s), ε)∆s

α0 ◦ ỹ0

 .

Aśı

x̃(t) ≡ ỹ0,

para todo t ∈ [0, T ]T y

1

T

∫ T

0

εf(s, α0 ◦ x̃(s), ε)∆s = 0.

Esto es

1

T

∫ T

0

(
εf1(t, ỹ0) + ε2r(t, ỹ0, ε)

)
∆s = 0

1

T

∫ T

0

εf1(s, ỹ0)∆s = − 1

T

∫ T

0

ε2r(s, ỹ0, ε)∆s.
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Si (ỹ0, x̃(t)) ∈ ∂(U × V ), entonces ỹ0 ∈ ∂U . Cuando |ε| > 0 es suficientemente

pequeño, tenemos

1

T

∫ T

0

εf1(s, ỹ0)∆s = 0.

Es una contradicción a (ii) del Teorema 5.17 pues el grado de Brouwer deg(F (·, ε), U, 0) 6=
0.

(b) Cuando λ̃ ∈ (0, 1], (0 < λ̃ ≤ 1), como (id−H)(ỹ0, x̃, λ̃) = 0 tenemos(
ỹ0

x̃(t)

)
=

 ỹ0 +
1

T

∫ T
0
εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s

αλ̃ ◦ ỹ0 + λ̃
∫ t

0
εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s

 .

Notemos que∣∣∣∣ x̃(t)− x̃(s)

t− s

∣∣∣∣ =
1

|t− s|
|x̃(t)− x̃(s)|

=
1

|t− s|
|����αλ̃ ◦ ỹ0 + λ̃

∫ t

0

εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s

−����αλ̃ ◦ ỹ0 − λ̃
∫ s

0

εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s|

=
λ̃

|t− s|

∣∣∣∣∫ t

0

εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s+

∫ 0

s

εf(s, αλ̃ ◦ x̃(s), ε)∆s

∣∣∣∣
=

λ̃|ε|
|t− s|

∣∣∣∣∫ t

s

f(τ, αλ̃ ◦ x̃(τ), ε)∆τ

∣∣∣∣
≤ λ̃|ε|
|t− s|

∫ t

s

|f(τ, αλ̃ ◦ x̃(τ), ε)|∆τ

=
λ̃|ε|M
|t− s|

|t− s| = λ̃|ε|M. (5.22)

Por definición de Xλ, obtenemos x̃ ∈ Xλ̃, y αλ̃ ◦ x̃ = x̃. Por lo tanto

1

T

∫ T

0

εf(s, x̃(s), ε)∆s = 0,

y

x̃(t) = ỹ0 + λ̃

∫ t

0

εf(s, x̃(s), ε)∆s.
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De donde

|x̃(t)− ỹ0| = λ̃|ε|
∣∣∣∣∫ t

0

f(s, x̃(s), ε)∆s

∣∣∣∣
≤ λ̃|ε|

∫ t

0

|f(s, x̃(s), ε)|∆s

≤ λ̃|ε|M0t

≤ |ε|M0T, t ∈ [0, T ]T, (5.23)

donde M0 es una constante positiva. Como f1(t, x) es localmente Lipschitz

con respecto a x, tenemos∣∣∣∣∫ T

0

f(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε)∆t−
∫ T

0

f1(t, ỹ0)∆t

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ T

0

(f1(t, αλ̃ ◦ x̃(t)) + εr(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε))∆t−
∫ T

0

f1(t, ỹ0∆t

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T

0

f1(t, αλ̃ ◦ x̃(t))∆t−
∫ T

0

f1(t, ỹ0)∆t

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ T

0

εr(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε)∆t

∣∣∣∣
≤
∫ T

0

L|x̃(t)− ỹ0|∆t+

∣∣∣∣∫ T

0

εr(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε)∆t

∣∣∣∣
≤ |ε|

(
LM0T (T − 0) +

∣∣∣∣∫ T

0

r(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε)∆t

∣∣∣∣) ,
donde L es la constante local de Lipschitz. Entonces∣∣∣∣∫ T

0

f1(t, ỹ0)∆t

∣∣∣∣ ≤ |ε|(LM0T
2 +

∣∣∣∣∫ T

0

r(t, αλ̃ ◦ x̃(t), ε)∆t

∣∣∣∣) . (5.24)

Si ỹ0 ∈ ∂U , de (5.15) tenemos∫ T

0

f1(t, ỹ0)∆t 6= 0.

Esto es una contradicción a (5.24), para ε→ 0, por tanto ỹ0 6∈ ∂U . Afirmamos que

x(t) ∈ ∂V , tenemos x(t) ∈ ∂U para algunos t ∈ [0, T ]T. Esto es una contradicción a

(5.4), cuando ε→ 0.

Por (a) y (b), obtenemos

0 6∈ (id−H)(∂(U × V )× [0, 1]).



5.4 Teorema del promedio en time scale 169

Por lo tanto, de la invarianza de homotoṕıa, la teoŕıa del grado topológico y el Lema

5.3 en [1], tenemos

deg(id−H(y0, x, 1), U × V, 0)

= deg(id−H(y0, x, 0), U × V, 0)

= deg(F (·, ε), U, 0)

6= 0.

Entonces, existe (x̃∗, ỹ0∗) ∈ U × V , tal que(
ỹ0∗

x̃∗(t)

)
=

 ỹ0∗ +
1

T

∫ T
0
εf(s, α1 ◦ x̃∗(s), ε)∆s

α1 ◦ ỹ0∗ +
∫ t

0
εf(s, α1 ◦ x̃∗(s), ε)∆s

 . (5.25)

Una prueba similar que (b) produce que x̃∗(t) ∈ X1, esto es

H(ỹ0∗ , x̃∗(t), 1) = τ(ỹ0∗ , x̃∗(t)). (5.26)

Por lo tanto, de (5.25) y (5.26), obtenemos que (ỹ0∗ , x̃∗(t), 1) es un punto fijo de τ en

X. Aśı x̃∗(t) es una solución del problema acotado (5.18). Esto completa la prueba

del Teorema. 2

Para finalizar esta sección presentaremos dos ejemplos donde se utiliza el método

del promedio de primer orden para determinar la existencia de soluciones periódicas

de sistemas diferenciales en time scale.

Ejemplo 5.6 Consideremos la ecuación diferencial

y4(t) = ε(sin(tπ) + 1)y(t) + ε2r(t, x, ε), (5.27)

en time scale T = ∪∞k=0[2k, 2k + 1], es decir T es 2-periódica. Sea

f1(t, y(t)) = (sin(tπ) + 1)y(t).

f1(t, y) es 2-periódico en la primera variable, pues

f1(t+ 2, y(t)) = (sin((t+ 2)π) + 1)y(t)

= sin(tπ + 2π)y(t) + y(t)

= (sin(tπ)���
�cos(2π)1 +���

�sin(2π)0 cos(tπ))y(t) + y(t)

= f1(t, y(t)).
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Además, f1 es Lipschitz-continua en la segunda variable, lo que significa que

|f1(t, y1)− f1(t, y2)| = |(sin(tπ) + 1)y1(t)− (sin(tπ) + 1)y2(t)|

≤ | sin(tπ) + 1||y1(t)− y2(t)|

≤ 2|y1(t)− y2(t)| para algún t ∈ T

Como F (y, ε) = ε
(

1+
1

π

)
y, entonces F (0, ε) = 0. Por lo tanto, deg(F (·, ε), U, 0) 6= 0.

Entonces todas las hipótesis del Teorema 5.18 se cumplen, lo que implica que la

ecuación (5.27) tiene una solución 2-periódica. Se usó una ecuación similar para

describir el crecimiento de una población de plantas en [4]. En nuestro caso, el

coeficiente de crecimiento vaŕıa en lugar de ser constante.

Ejemplo 5.7 Consideremos la ecuación diferencial

x4 =ε2y + ε3x2y3 cos2(t) + 2ε4y sin(t) + ε5 sin t(x2 + y2),

y4 =ε2x3y2(sin2 t+ 3) + ε3x3y4 + 2ε4x sin(t) + ε5 cos t(x2 + y2), (5.28)

con time scale T = ∪∞k=0[2kπ, (k + 1)π], donde sin t(x2 + y2), cos t(x2 + y2) son

rd-continuos y 2π-periódicos en la variable t. Sea

f1 =(0, x3y2(sin2 t+ 3))T ,

f2 =(y, 0)T ,

f3 =(x2y3 cos2 t, x3y4)T ,

f4 =(2y sin t, 2x sin t)T ,

r =(sin t(x2 + y2), cos t(x2 + y2))T .

entonces

(x4, y4)T = εf1 + ε2f2 + ε3f3 + ε4f4 + ε5r.

Para ε > 0 suficientemente pequeño y U una vecindad del origen, entonces para

(x, y) ∈ ∂U, tenemos (x, y) 6= (0, 0). Si (x, y) ∈ ∂U y y 6= 0, existe una vecindad

N(η) de (x, y), tal que∣∣∣∣ 1

ε2
y′ +

1

ε
x′2y′3 cos2(t) + 2y′ sin(t)

∣∣∣∣ ≥ |y′|
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para algún (x′, y′) ∈ N(η). Si (x, y) ∈ ∂U y x 6= 0, existe una vecindad N(η) de

(x, y), tal que ∣∣∣∣ 1

ε3
x′3y′2(sin2(t) + 3) +

1

ε
x′3y′4 + 2x′ cos(t)

∣∣∣∣ ≥ |x′|
para algún (x′, y′) ∈ N(η). De acuerdo con el Teorema 5.18, consideremos la función

promedio

F (y, ε) =
k∑
i=1

1

T

∫ T

0

εifi(s, y)4 s

donde ∫ 2π

0

cos2 t4 t =

∫ π

0

cos2 tdt+ cos2 t|t=π =
π

2
+ 1,∫ 2π

0

sin2 t4 t =

∫ π

0

sin2 tdt+ sin2 t|t=π =
π

2
,∫ 2π

0

sin t4 t =

∫ π

0

sin tdt+ sin t|t=π = 2.

Aśı, tenemos

F (x, y, ε) =
(
ε2y2 + ε3x2y3(

π

2
+ 1) + 4ε2y, ε3x3y2(

π

2
+ 3) + ε3x3y4 + 4ε2x

)T
,

y F (0, 0, ε) = 0. Por lo tanto, deg(F (·, ε), U, 0) 6= 0.

Entonces todas las hipótesis del Teorema 5.18 se cumplen, lo que nos permite concluir

que el sistema (5.28) tiene una solución 2π periódica.
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Conclusiones

En esta tesis, hemos presentado dos problemas :

(1) En el primer problema consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados

de libertad con función potencial polinomial homogéneo de grado cinco y es-

tablecemos algunos resultados de la aplicación del método del promedio de

primer y segundo orden. A partir de los grados de las partes homogenéas de

tercer, cuarto y quinto grado exhibimos algunos ejemplos. Los principales re-

sultados para este problema se resumen en las proposiciones del Caṕıtulo 3 de

esta tesis.

(2) En el segundo problema hemos utilizado la técnica del método del promedio de

segundo orden para establecer la existencia de familias de soluciones periódicas

y su tipo de estabilidad en un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad

y con potencial polinomial de grado seis. Los principales resultados para este

problema se resumen en los teoremas del Caṕıtulo 4 de esta tesis.

Algunas limitaciones:

(a) El método del promedio da información parcial sobre el número de familias

periódicas del sistema hamiltoniano, especificamente garantiza una cota infe-

rior para el número de soluciones periódicas.

(b) Las regiones obtenidas v́ıa el método del promedio de segundo orden son re-

giónes óptimas a través del método, sin embargo, utilizando otras técnicas u

otros cambios de variables podrán aparecer más familias de soluciones periódi-

cas del sistema ver por ejemplo [63,11].

173
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Algunas proyecciones:

Estudiar sistemas hamiltonianos con grados de libertad mayor a dos.

Utilizar otras técnicas u otros cambios de variables que permitan obtener

nuevas soluciones periódicas de los sistemas estudiados.

Estudiar existencia de soluciones periódicas cuando las regiones del parámetro

son degeneradas (Jacobiano nulo de la funcion promedio).

Dar respuesta si las regiones que garantizan existencia de soluciones periódicas

para potenciales de la forma

V3(x, y) = A x3 +Bxy2, V5(x, y) = C x5 +Dxy4

son homeomorfas o no, para los correspondientes parámetros, A,B,C y D.

Aplicar el teorema del promedio en time scale a sistemas Hamiltonianos
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[39] L. Jiménez and J. Llibre, Periodic orbits and non integrability of Henon-

Heiles systems, J. Phys. A Journal of Physics. A, vol. 44, 20, pp. 14, (2011).

[40] L. Adamec, A remark on matrix equation x∆(t) = A(t)x on small time scales,

Computers & Mathematics with Applications, vol. 10, pp. 1107–1117, (2004).
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