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Resumen

En esta tesis, estudiaremos sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad aso-
ciado a las funciones hamiltonianas definidas por:

1 1

1 1
H =@ +y") + 505 + ) + Vi, y) + Vi, y),

donde V5(z,y) v Vs(x,y) son polinomios homogéneos de grado cinco y seis, respec-
tivamente.

Nuestro principal objetivo es estudiar analiticamente la existencia y estabilidad de
soluciones periddicas en los diferentes niveles de energia positiva H = h de los sis-
temas Hamiltonianos asociado a los polinomios H v H. La principal herramienta

usada para nuestro estudio es el clasico método del promedio.
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Introduccion

La mecanica Hamiltoniana fue introducida por Hamilton en 1833 y es una re-
formulacién de la mecénica clésica. Los sistemas hamiltonianos son la base de la
descripcion de sistemas fisicos, por ejemplo el problema de los n-cuerpos, problema
fundamental de la Mecanica Celeste. Una motivacién inicial a este problema fue
dada por Newton, al tratar sobre la estabilidad del sistema solar. Un sistema hamil-
toniano con n grados de libertad es un sistema dindamico que describe el movimiento

de un sistema mecéanico con n grados de libertad (ver, por ejemplo, los libros de

Arnold [64], Abraham-Marsden y Siegel-Moser [7]).

La estabilidad de sistemas hamiltonianos es un tema muy importante en el es-
tudio de la Mecéanica Clésica, Mecanica Celeste, Fisica Atémica, etc. Este problema
es dificil de abordar incluso para sistemas hamiltonianos de dos grados de libertad
donde, a pesar de ser el caso mas simple todavia quedan situaciones especiales sin

resolver.

Es conocido que las soluciones periddicas son las soluciones no triviales més sim-
ples de un sistema diferencial, y que su estudio es de particular interés porque el

movimiento en una vecindad puede determinar su tipo de estabilidad.

El método del promedio es una herramienta clasica que permite estudiar la
dindmica de los sistemas diferenciales no lineales. Se ha utilizado para determinar la
evolucion de las orbitas planetarias bajo la influencia de las interacciones propias de
los planetas desde la época de Lagrange y Laplace. La teoria del promedio aparece
ya en 1788 con los trabajos de Lagrange en su estudio del problema gravitacional

de tres cuerpos como una perturbacion del problema de dos cuerpos. La primera



formalizacion de esta teoria fue hecha en 1928 por Fatou . Importantes contribu-
ciones practicas y tedricas a la teoria del promedio se hicieron en los anos 30 por
Bogoliubov y Krylov [55], en 1945 por Bogoliubov [53], y por Bogoliubov y Mitropol-
sky . Para una exposiciéon mas moderna de la teoria del promedio ver el libro de
Sanders, Verhulst y Murdock .

El método del promedio como herramienta para detectar soluciones periddicas de
un sistema diferencial es una de las buenas herramientas analiticas, ver por ejemplo
los articulos de , R.D. Euzébio, J. Llibre, , J.L.G. Guirao, J. Llibre, J.A. Vera,
, J. Giné, M. Grau , J. Llibre , Llibre, J., Novaes, D.D., Teixeira, M.A. ,
E. Lacomba, J. Llibre , D. Carrasco, C. Vidal , J. Llibre, A. Makhlouf , L.
Jiménez, J. Llibre , M.M. Dessoky, A.A. Elmandouh, and A. Hobiny entre

otros.

Ademas, el método del promedio se usa para estudiar los ciclos limites que son
obtenido via bifurcaciones y la integrabilidad de los sistemas diferenciales poliné-
miales en el plano (ver [27]). Por otro lado, en se estudia un problema de una
perturbacion de un hamiltoniano y las herramientas que se usan alli para el estu-

dio de soluciones periddicas se basan esencialmente en la teoria del promedio, otros

ejemplos pueden ser vistos en .

El problema de estudiar soluciones periddicas de un sistema dinamico continuo
ha sido uno de los temas centrales desde Poincaré y Lyapunov. Recientemente, al-
gunas teorias y métodos se han desarrollado para ecuaciones diferenciales en time
scales, ver por ejemplo, , , , . En esta direccion el método del promedio se
ha extendido para localizar soluciones periddicas de sistemas en time scale (ver [60] ).
En [8] se ha estudiado sistemas Hamiltonianos time scale; un problema interesante
pero poco explorado es utilizar método del promedio en time scale para localizar

soluciones periédicas de estos sistemas.

Existen otras herramientas para determinar existencia de soluciones periddicas,
una de éstas herramientas se conoce como el método de normalizacion mediante
invariantes (ver , 29]). Aunque esta herramienta puede ser interesante, en
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esta tesis s6lo nos centramos en determinar soluciones periddicas via el método del

promedio.

El propésito principal de esta tesis es estudiar familias de soluciones periddicas
de sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad y determinar el tipo de esta-

bilidad de las soluciones periddicas a través del método del promedio.

Resultados principales:

En esta tesis se estudia la existencia y el tipo de estabilidad de soluciones periodi-
cas de sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad asociado a las funciones

hamiltonianas definidas por:

1 1
H = 5@+ ") + 5 (0% + ) + Va(2,9), (1)
y
- 1
H =5 +¢°) + 50z +p,) +eVs(x,y) + Vi@, ), (2)

donde z,y,p,, py € Ry Vs(z,y), Vs(z,y) son polinomios homogéneos de grados cinco

y seis respectivamente dados por:

A 1
Vi(z,y) =72 + Ba’y* + - Fay',

5 5
A 1 A
Vs(z,y) =gw6 + §mx2y4 + gyG-

El sistema diferencial hamiltoniano asociado a la funcién es

T = Pz,
y = Dy,
F
b = v — Av* =3B’y — =y, (3)

4
Dy = —Y — 2Bx’y — gchyS.



El sistema diferencial hamiltoniano asociado a la funcion es

T = Pz,
y = Dy,
1
Pp=—T —¢ (A:c4 + 3Bx?y® + ng4> - ¢? (mxy4 + Ax5) ) (4)

4
Py=-y—¢ <2B:c3y + ngyB’) — &2 (2m:c2y3 + Ay5) .

donde el punto denota la derivada con respecto a la variable independiente ¢ y
A, B,F,A,m y A son parametros reales. Para el sistema y se estudia la
existencia y estabilidad de familias de soluciones periédicas en los diferentes niveles

de energia positivo H = h.

Observacién 0.1 En el hamiltoniano el caso F' = 0 fue estudiado por Alberto

Castro Ortega en . En esta tesis generalizamos el resultado de Ortega incluyendo
el caso F' # 0.

Un primer resultado sobre la existencia de soluciones periddicas para el sistema

Hamiltoniano es enunciado a continuacion.

Teorema 0.1 (Existencia) En cada nivel de energia positiva H = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B y F' numeros reales arbitrarios, el sistema promediado

asociado al sistema hamiltoniano (@ tiene familias de soluciones peridodicas dada por
@(ta 6) = (X<t7 5)7 Y(tv 8)7 bx (t7 €>7pY(t7 5)) con

t,e) =r*cos(t) + O(e),

donde (r*,a*) son ceros de la funcion promedio. Ademds las soluciones periddicas

son contadas como sigue, existe

(a) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,F) € QYzr, y

C o 1 100B + 14F
(r*,a*) = (O,j:Qarccos (— 3SB+4OF)>
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(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q4 zp, Y

1 18A2? — 20AB — 8B?
(r*,a*) = (v2h,§arccos( E 0 8 )>

B(7TA + 10B)

(c) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q3 zr, y
3h(58 + 2F)
* * — 0
", a’) <\/—5A+5B+3F’ )

(d) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q4pr, U

h (\/4F(4F ~5A4) + 22582 — SOBF + 158 — GF)
(et =1\~ 5(A—5B + F) )0

(e) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q\gr, y

h(VAF(AF = 5A) + 22557 — SOBF — 155 + 6F )
(", a") = 5(A— 5B + F) 0

(f) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q%5p, ¥

,Em/2 ],
30L4/Ls ~/

o) — \/ 18¢/2L2 — 6/LsLs — 60/2L,Lg + {/4L2
donde los conjuntos Q%5 con i =1,...,6 y los valores Ly, L5, Lg y Lg son dados en
términos de los parametros A, B, F' y que por su extensién son dados en el capitulo

4] de esta tesis.

Un segundo resultado para el sistema Hamiltoniano dice relacién a la estabilidad

de soluciones periddicas dadas por el Teorema (0.1

Teorema 0.2 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periddicas del Teo-

rema [01 son inestables.



Un problema a estudiar en esta tesis es considerar el estudio del sistema diferencial
asociado a la funcién hamiltoniana . Note que el sistema depende de seis
parametros rales A, B, F, A, m, \ por lo que establecer la existencia y estabilidad
de soluciones periédicas se hace complejo desde un punto de vista computacional
por el nimero de parametros incluidos en el sistema. Por tanto nuestro estudio lo

dividiremos en los siguientes tres casos:

Caso 1: FF' =0, m = 0, A = 0. La funcion Hamiltoniana que en este caso lo

denotaremos por Hi, se reduce a

1 A 1
Hi=-(2>+¢°) + 3 (P2 +p)) +e (gxf’ + Ba:3y2) + 526/&1‘6. (5)

[\'Jlr—l

El sistema hamiltoniano asociado a es

x’ =Pz,
/
Y =Dy,
P, =—x — e (Az" + 3Bz%y?) — *Aa”, (6)

P, =—y —e(2Bz%).

Un tercer resultado en este trabajo dice relacion a la existencia de soluciones periédi-

cas de sistema Hamiltoniano @

Teorema 0.3 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B y A niumeros reales arbitrarios, el sistema promediado

asociado al sistema hamiltoniano (@ tiene familias de soluciones periodicas dadas

por p(t,e) = (x(t,e),y(t,€), ps(t,€),py(t,€)) donde

S
)

\.@F
™
I
S,
F£
=
=
+
9

y (r*,a*) son ceros de la funcidn promedio. Ademds las soluciones periddicas son

contadas como sigue, existe
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(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € Xip\, v

1 126A2h — 140ABh — 56 B2h — 50A
* *Y /2h -
(", o) ( g AreCos < 19ABh + 70B2h >)

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X455, ¥

L. 189BA(7B — 3A) + 50A — /I,
(r*,a*) = ,0

126(A — 5B)(A — B)

(c) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € 3355, ¥

a7y \/1893h(7B —34) + 500+ VI |

126(A — 5B)(A — B)

(d) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € ¥4z, ¥

. .. { [3Bh(101B = 914) +50A — §
(", 0%) = (\/ 12647 — 36148 + 23057 ="/ 2)

(e) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € ¥%5,, ¥

0 = (\/3Bh(101B —914) + 50A + 5 ﬂﬂ)

126 A2 — 364AB + 230B2

(f) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X65,, ¥
0ty = [ -3 (L0BBR(324 — 19B) — T50A + VI 1 (W
’ B 7 467A% — 2900AB + 1250B2 T2 J
(g) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € Xlgx, ¥y
0ty = [ -3 (L3BR(324 — 19B) — T50A + VI 1 (Wi
T 7 467A2 — 2900AB + 12503 T2 J
(h) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X85, ¥y

. 3 (105Bh(32A — 49B) — T50A + vIz\ 1 W
(r*,a®) = = ,——arcsec | —
7 467A2 — 2900AB + 125082 2 J




(i) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € X955, ¥

7

. 3 (105Bh(32A — 49B) — T50A + /Ly 1 W
(r, o) = ; 7 ,

467A2 — 2900AB + 1250532 —iarcsec

donde los conjuntos ¥z, con i =1,...,9 y los valores Ly, Ly, S, W, Wy, J son expre-
siones en términos de los pardametros A, B, A y que por su extension son dados en
el capitulo [4] de esta tesis.

Un cuarto resultado en este trabajo dice relacién a la estabilidad de las soluciones

periddicas obtenidas en el Teorema (0.3

Teorema 0.4 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periddicas del Teo-
rema son inestables.

Caso 2: ' =0, A =0, m = 0. La funcién Hamiltoniana que en este caso lo

denotaremos por Hs, se reduce a

1 1 A 1
Hy = 3 (I2 + y2) + 5 (pi —l—pi) +e (gxf’ + Bx3y2) + 526)\;(/6, (7)
El sistema hamiltoniano asociada a (|7)) es
x’ =Dz,
Y =Dy,
P, =—x — ¢ (Az* + 3B2%y?),
py =~y —e(2B2’y) — 2Ny’ (8)

Un quinto resultado en este trabajo dice relacion a la existencia de soluciones periédi-

cas del sistema Hamiltoniano .

Teorema 0.5 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B y X\ numeros reales arbitrarios, el sistema promediado

asoctado al sistema hamiltoniano (@ tiene familias de soluciones periddicas dadas
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por ¢(t,e) = (x(t,€), y(t,€),py(t, €), py(t, €)) donde

y(t,e) =r cos(t) +O( ),

(t,¢)

(t,e) =2 2cos(t + a*) + O(e),
py(t,e) =r sm(t) + O(e),

(t,¢)

=V 2h — r*?sin(t + o*) + O(e).

y (r*,a*) son ceros de la funcidn promedio. Ademds las soluciones periddicas son

y(t,e
pylt, €

contadas como sigue, existe

(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € Alg\, y

o 1 1842 — 20AB — 8B
(r,a)—(\/Zh,ﬁarccos( B(7A+ 10B) ))

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € N4z, ¥

. | V/8Ps+ /Py(—3T8Bh(3A — 7B) — 100\ + V4Y/8P; + V) — 232 2
T =
378/8P; + \/Po(A — 5B)(A — B)

a® =0

(c) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € A3 5\, ¥y

- 100A{/8P; + /P5 — Py /o
Y/8P; + /P5(378A2 — 1092AB + 690B2)

(d) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € N4g,, v

o) = 1 49APy + 240Bh — 50BP,
T, = —arccos | —
’ 979 180Bh — 90BP, ’

donde los conjuntos A’y g, con i = 1,...,4 y los valores Py, P5, P, P5, Ps, P; y Py son
expresiones en términos de los parametros A, B, A y que por su extensién son dados

en el capitulo 4] de esta tesis.

Un sexto resultado en este trabajo dice relacion a la estabilidad de las soluciones

periodicas obtenidas en el Teorema
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Teorema 0.6 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periddicas del Teo-

rema (0.5 son inestables.

Caso 3: F' =0, m = 0. La funcién Hamiltoniana que denotaremos por Hj, se

reduce a

1 1 A 1 1
H; = 5 (2* +9%) + 3 (r3 +p§) +e (gx‘r’ + Bx3y2) + €2 <6Ax6 + 6)\?/6) . (9)

El sistema hamiltoniano asociada a @ es

' =Pz,

Yy =py,

P, =—x — e (Az* + 3Bz%y?) — *Aa”,

p, = —y—e(2Bx’y) — * My’ (10)

Un séptimo resultado en este trabajo dice relacién a la existencia de soluciones

periddicas del sistema Hamiltoniano ([2)).

Teorema 0.7 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con ¢ > 0
suficientemente pequeno, A, B, A y \ niumeros reales arbitrarios, el sistema prome-

diado asociado al sistema hamiltoniano (@) tiene familias de soluciones periodicas
dada por Sp(ta 5) = (l‘(t, 8)7 y(t> €>7pm<t7 8)7 py(ta 5)); donde

x(t,e) =r Cos(t) + O(e),

(t,e) =V 2h — r*2 cos(t + a*) + O(e),
p(t,€) =r*sin(t) + O(e),

(t,e) =V 2h — r*?sin(t + a*) + O(e),

y(t, e

pylt, €

y (r*,a*) son ceros de la funcidn promedio. Ademds las soluciones periddicas son

contadas como sigue, existe

(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A,\) € Ulzay, ¥

1 126A%h — 140ABh — 56 B%h — 50A)
* * — 2 -
(", o) ( h’QarCCOS( 7(A + 10B)Bh ))
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(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A,\) € B4, ¥

~ V/Ni(378BR(3A — 7B) + 100(A — A)) — 2v/2N; — 3/4(N1)?
"= 378¢/N.(A — 5B)(A — B) ’
o =0

(¢) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,A,\) € B3 gar, ¥

. ~ V/N4(546ABh — 606B2h + 100\ — 100A) — 2v/2N5 — {/4(N,)?
V/N4(37842 — 1092AB + 690B2) ’

at =+~
2

(d) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, A, \) € Bpar, ¥

. 180/ N7(7TBh(32A — 49B) + 50(\ — A)) — 1080+v/2Ng — /4(N7)2
ro= - )
42/ N7(467A2 — 2900AB + 125082)

90B (-125’/N7N13 + 1080 ¢/2N; + \3/4(N7)2)
o = — —arccos - - ,
2 1080v/2Ng(49A — 50B) 4 ¢/4(N7)2(49A — 50B) + 180/ N7 N

donde los conjuntos € UYpsy con i = 1,...,4 y los valores Ny, No, Ny, N5, N7, Ng, Ny
y Ni3 son expresiones en términos de los parametros A, B, A, A\ y que por su exten-

si6n son dados en el capitulo [ de esta tesis.

Finalmenten el 1ltimo resultado en este trabajo dice relacién a la estabilidad de las

soluciones periddicas obtenidas en el Teorema [0.7]

Teorema 0.8 Las dos familias de soluciones periddicas del Teorema parte (a)

son inestables.

La estabilidad o Inestabilidad del resto de las soluciones periédicas del Teorema

no fue posible determinarlas por la complejidad de los calculos computacionales.

La estructura de éste trabajo es la siguiente:

= En el Capitulo 1 presentamos los preliminares y las nociones fundamentales,
se describe la formulacion Hamiltoniana y se presenta el sistema hamiltoniano

en dimensiéon 4 que vamos a estudiar.
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= En el Capitulo 2 presentamos la teoria del promedio de primer y segundo orden

para estudiar soluciones periddicas de un sistema diferencial.

En el Capitulo 3, consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados de
libertad y con funciéon potencial polinomial de grado 5. Para este sistema
Hamiltoniano determinamos su forma estandar que permite aplicar la teoria
del promedio, indicando en términos de los grados la aplicacion de la teoria

del promedio de primer orden o de segundo orden.

En el Capitulo 4, presentamos los resultados principales de esta tesis sobre
la existencia y estabilidad de soluciones periddicas del sistema Hamiltoniano
polinomial de grado seis usando el método del promedio de segundo orden.
Primero proporcionamos las condiciones suficientes en los parametros para
garantizar la existencia de soluciones periédicas para el nivel de energia posi-

tiva. Segundo, estudiamos la estabilidad de estas soluciones periddicas.

Ademas, en el Capitulo 5, se da una introduccién sobre la existencia de solu-
ciones periédicas de sistemas dindmicos en conjuntos de tipo time scale, uti-

lizando una generalizacion del método clésico del promedio.



Capitulo 1

Preliminares y Nociones

Fundamentales

1.1. Motivaciones Fisicas y Matematicas

A lo largo de los ultimos afnos, se usan diferentes métodos para describir la
dinamica local de los sistemas hamiltonianos alrededor de sus puntos de equilibrios
y soluciones periédicas. La estabilidad alrededor de estos objetos determina el tipo de
movimiento en una vecindad de las soluciones. Por esta razon, este trabajo se centra
en encontrar familias de soluciones periddicas y estudiar el tipo de estabilidad de
dichas soluciones encontradas en sistemas hamiltonianos provenientes de la dinamica

galactica.

1.2. Definicion del Problema

La mecanica hamiltoniana es una reformulacién de la mecdnica newtoniana. En
esta seccion se deducen las ecuaciones de Hamilton a partir de las ecuaciones de
Lagrange para un sistema diferencial.

En 1833, el fisico y matematico William R. Hamilton, en su ensayo “On a General
Method in Dynamics” funda la mecanica hamiltoniana basandose en los trabajos

anteriores del fisico y matematico Joseph-Louis Lagrange Figura ((1.1)).

13
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Figura 1.1: Retrato de William R. Hamilton y Joseph-Louis Lagrange

Para transformar las ecuaciones diferenciales de Lagrange de un sistema material
con n grados de libertad en un sistema canénico de 2n ecuaciones diferenciales de
primer orden existen varias posibilidades. En este trabajo se sigue el procedimiento

expuesto en que emplea la transformada de Legendre de la funcién Lagrangiana.

1.2.1. Formulacion Lagrangiana y Hamiltoniana

Supongamos que la posicion de un sistema mecanico con n grados de libertad
es descrito por ¢ = (q1, . - ., ¢,) llamada coordenadas generalizadas. Consideremos la

funcién Lagrangiana

L(Qla"'7qn7Ql7"'aqnvt)

donde (¢, - . ., ¢,) son las velocidades generalizadas correspondientes. El movimiento

del sistema puede ser descrito por:

d (0L oL
— — = =1,...,n. 1.1

Las ecuaciones son llamadas las Ecuaciones de Lagrange que constituyen un sis-
tema de n-ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden que determina univo-
camente los ¢;(t) siempre que se dieran las 2n condiciones iniciales ¢ (o), . . ., gi(to)
y G1(to),-..,qi(to) en un instante inicial t,. Naturalmente, las ecuaciones de La-
grange pueden ser trivialmente sustituidas por un sistema equivalente de primer

orden, simplemente introduciendo las variables s; = ¢;, ¢ = 1,...,n y considerando
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qis---sGn, S1, - - -, S, cOmMo 2n-variables independientes. Las ecuaciones de movimien-

to en este caso son:

Si:(jia
d (0L oL .
%(asz)_a_q_o’ Z—l,...,’ﬂ, (12)

donde L(q,s,t) es la funcién Lagrangiana del sistema (|1.2)). La formulacién La-
grangiana es necesaria para explicar el sistema Hamiltoniano asociado con mayor

simpleza.

La formulacion Hamiltoniana es la formulaciéon mas poderosa de la mecanica que
permite investigar los aspectos mas fundamentales de la estructura de la mecénica

clasica.

Momentos Canédnicos y Ecuaciones de Hamilton:

William Rowan Hamilton mostrd, en 1835, que la duplicacion simétrica del nimero

de variables independientes es conseguida gracias a la descripcién dinamica de 2n

cantidades q1,...,qn,p1,...,Pn donde p; es el momento candnico conjugado a g;,
definido por
oL, . .
pi:a—qi(q,q), i=1,...,n. (1.3)
Suponemos que la matriz Hessiana W = (w; ;) donde
B 0*L
"9 8404,

es no singular, esto es, det W # 0 (garantiza que ([1.3) tiene solucién). Entonces
por el Teorema de la funcién Implicita, el sistema (|1.3)) puede ser resuelto para las

velocidades generalizadas

QZ:fz(Q7p7t)7 Zzlaan

La descripcién de la hamiltoniana implica la sustitucién de las variables (g, ¢) por
(¢, p) introduciendo una funcién H(q, p,t) en lugar de la Lagrangiana L(q, ¢,t) para
generar la dindmica. Tal cambio de descripcion se realiza mediante una transfor-

macién de Legendre, que en el presente contexto consiste en la sustitucion de las



16

velocidades generalizadas por los momentos candnicos como variables bésicas. La

funcién de Hamilton o, simplemente Hamiltoniana H(q, p,t) es definida por
H(q,p,t) = ¢ipi— L(q.4it), i=1,...,n. (1.4)
i=1

Calculando la diferencial dH de ([1.4) tenemos
- “ (0L oL oL
dH =" (ddop: + didp:) - g+ 22dg ) + —dty. (15
; Gipi + Gadp {;(aqquraqiq)Jrat } (1.5)
En virtud de la definicién de los momentos candnicos dados en (1.3)) y de las ecua-

ciones de Lagrange, se tiene

d(oLy oL, . 9L .
at\og) oq T e 1T
S——
pi
Luego la ecuacién ([1.5)) se reduce a
- oL
> (didpi — pidg;) + T

=1

Por otro lado

" (0H oH OH

Comparando estas dos tltimas ecuaciones se obtienen

oH
qZ_ apl7

0H
pi:—aqi, 1=1,...,n. (1.6)

Las ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Hamilton o ecuaciones
canonicas de Hamilton, y forman un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer
orden equivalentes a las ecuaciones de Lagrange. Ademas tenemos la relacion de de-
pendencia temporal, es decir

OH 0L

i
En la formulacién Hamiltoniana en lugar del espacio de configuraciones introducimos

el espacio de fase. Las cantidades (¢, p) llamadas variables candnicas en el espacio
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cartesiano de dimension 2n cuyos puntos son representados por las 2n-uplas (¢, p) =
(@1, GnyD1,---,Dn) es llamado espacio de fase. Un punto en el espacio de fase
determina completamente el estado de un sistema mecanico, esto es la posicion y
velocidad de las particulas. Geométricamente un movimiento del sistema mecéanico

también puede ser representado como una curva en el espacio de fase (ver Figura

13).

Figura 1.2: Espacio de Fase

Supongamos que la funciéon Lagrangiana es

L(q,q) = T(q,4) — V(q) (1.7)

donde T'(q, 4) es la energia cinética que es funcién cuadrética de las variables gener-

alizadas y V (¢) la energia potencial que no depende de las velocidades. Derivando

(1.7) se tiene

0
oL . orT . ov
DPi
es decir
oT
i 8—%(% q)
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De (T4
H(q,p,t Z qz — (T(g,9) — V(g))- (1.8)

Por el Teorema de Euler para funciones homogéneas (ver[52]) tenemos

Zqz (9:9) = 2T(q: 9) (1.9)

Por tanto

H(q,p,t) =T(q,q) +V(q),

donde H representa la energia total del sistema.

1.2.2. Significado de la funcién Hamiltoniana

Para entender el significado fisico de la funcién Hamiltoniana se calcula la deriva-

da total de H respecto a t:
dH_i OH . O0H .\ OH
ar — & \og " o) T e

Sustituyendo las derivadas de las coordenadas y los momentos generalizados por las

ecuaciones de Hamilton se obtiene:

dH _z": OHOH OHOH\  OH
dt dq; Op;  Op; Og; ot

Por tanto, la derivada total respecto al tiempo de la hamiltoniana es igual a la
derivada parcial de la hamiltoniana respecto al tiempo:

dH  OH

dt ot
Si el Hamiltoniano, o la Lagrangiana, no dependen del tiempo, entonces resulta
que H(q,p), es una constante del movimiento, en este caso la funcién Hamiltoniana

H(q,p) es llamada una integral primera.

1.2.3. Sistema Hamiltoniano con n grados de libertad

El formalismo hamiltoniano es la estructura mateméatica natural en la que se

desarrolla la teoria de los sistemas mecanicos conservativos. Un sistema hamiltoniano
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es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

0H

.i:_ ’ >t7
q api(qp )
OH
pi= =g @pb), i=1l...n (1.10)

donde H = H(q,p,t), llamado hamiltoniano, es una funcién suave de valor real
definida en un conjunto abierto U de IR" x R™ x IR. Los vectores ¢ = (q1,...,Gn) ¥
p = (p1, ..., pn) son llamados posicidn y momento, respectivamente, y t es el tiempo.
Las variables ¢ y p se dice que son wvariables conjugadas: p es conjugado con ¢. El

entero n es el numero de grados de libertad del sistema.

Observacion 1.1 En el caso n = 2, se tiene un sistema Hamiltoniano con dos

grados de libertad:

Com . on

oH oOH
R W 111
- Op2 P ofi}) ( )

donde H : R* = R es la funcién Hamiltoniana de (1.11), ¢1, ¢ son las coordenadas

generalizadas y pi, pe son los momentos conjugados (ver [21]).

Un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad puede exhibir una dinamica
compleja y rica, siendo asi adecuado para modelar una gran variedad de fenémenos
fisicos tales como comportamientos periddicos, cuasiperiddicos y cadtico (ver ) El
bien conocido Hamiltoniano Hénon-Heiles, constituye un modelo para el movimien-
to galdctico, (ver [50]). El problema planar de tres cuerpos , el problema de
Stormer , algunos sistemas de plasma estacionarios , entre muchos otros, son
descritos por sistemas Hamiltonianos con dos grados de libertad. De manera general,
consideremos el vector z, la matriz J simétrica de 2n x 2n, y el gradiente VH dados

por

0H

z = s J = y VH = : )

822n
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donde 0 es la matriz nula de n x n e I es la matriz identidad de n x n. El sistema

(1.10)) se convierte en
L= JVH(t,2). (1.12)

Por el Teorema de existencia y unicidad de ecuacidénes diferenciales: para cada
(to,z0) € U, existe una tunica solucién z = @(t, o, 29) de definida para t
cerca de ty que satisface la condicién inicial ¢(to,tg, 20) = 2. La funcién ¢ es una
aplicacion definida desde una vecindad abierta V' de (to,to, 20) € IR**? en R*".
La funcién ¢(to, to, z0) es suave en todos sus argumentos, y entonces ¢ es C™ si
las ecuaciones son C'°; y es analitica si las ecuaciones son analiticas. La solucion
©(t, to, z0) es llamado la solucién general.

En el caso especial cuando H es independiente de ¢, de modo que H : U — IR donde
U es un conjunto abierto en IR?", las ecuaciones diferenciales son auténo-
mas, y el sistema hamiltoniano se llama conservativo. Por lo general, la dependencia
to se cae y solo se considera ¢(t,zy), donde (t,zy) es la solucién de que
satisface ¢(0,z9) = zp. La solucién ¢(t, zg) es T-periddica con T > 0 si y sélo si
o(T, z0) = z0 y p(t,20) # 20 para t € (0,7). Las soluciones se representan como
curvas parametrizadas en U C IR*", y el conjunto U es llamado espacio de fase. Por
el Teorema de existencia y unicidad, hay una curva tnica que pasa por cada punto
en U y por la unicidad, dos de estas curvas solucion no se pueden cruzar en U.

Las superficies de nivel J~'(¢) C IR*", donde ¢ es una constante, son conjuntos in-
variantes, es decir, son conjuntos tales que si una solucién comienza en el conjunto,
permanece en el conjunto. En general, los conjuntos de nivel son variedades de di-
mension 2n — 1, y asi con una integral F', las soluciones se encuentran en el conjunto

F~!(c), que es de dimensién 2n — 1.

Definicién 1.1 Se dice que un sistema hamiltoniano es integrable si tiene n inte-

grales primeras (independientes), donde n es el nimero de grados de libertad.

A continuacion enunciamos algunos teoremas que seran tutiles en los proximos capitu-
los.

Consideremos la ecuacién

= A(t)r, t € R, (1.13)
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con A(t) una matriz n x n real, continua T-periédica A(t+7T) = A(t). Una ecuacién
como puede obtener soluciones tanto periddicas como no periddicas.

El Teorema de Floquet que enunciaremos a continuacion es un resultado impor-
tante que se utiliza para probar la estabilidad de soluciones periddicas via el teorema

del promedio.

Teorema 1.1 (Floquet) Consideremos la ecuacién (|1.13)) 2’ = A(t)x con A(t) una
matriz n xn real, continua T-periédica. Cada matriz fundamental ®(¢) de la ecuacién
(1.13) puede escribirse como el producto de dos matrices n X n

con P(t), T-periédica y B una matriz constante n X n.

Demostracién. La demostracién de este teorema se puede ver en [17]. a

1.2.4. Transformaciones Simplécticas

Un aspecto importante en el mundo simpléctico es el estudio de las transfor-
maciones simpléctica, es decir, las aplicaciones entre variedades simplécticas que
conservan areas orientadas.

Sea

2:U - R™
(t,2) = ( =Z(t,2)

—_

una funcién suave donde U es un conjunto abierto en IR****, = es llamado una fun-

cién simpléctica (o transformacion) si el jacobiano de = con respecto a z, Do=(t, 2) =

0=

5 es una matriz simpléctica para todo (¢,z) € U. A veces se usa la notacion Dy=
z

para el jacobiano de =, y a veces la notacion 2%
z

—_

Asi = es simpléctico si y so6lo si

o= 9=T

Recuerde que si una matriz es simpléctica, entonces también lo es su transpuesta,

por lo tanto, podriamos transponer facilmente el primer factor en (1.14). Debido a
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que el producto de dos matrices simplécticas es simpléctico, la composicion de dos
funciones simplécticos es simpléctica por la regla de la cadena de diferenciacion. De-
bido a que una matriz simpléctica es invertible y su inversa es simpléctica, el teorema
de la funcion inversa implica que una funcién simpléctica es invertible localmente y
su inversa, Z(t, (), es simpléctica donde se define. Debido a que el determinante de
una matriz simpléctica es 41, la transformacién es la orientacion y la conservacion
del volumen. Si la transformacién z — ¢ = Z(¢, z) se considera un cambio de varia-
ble, entonces se llama coordenadas simplécticas o candnicas.

Si en lugar de satisfacer (1.14), la transformacién ¢ = =(t, ) satisface

0= o="
J=p—J— 1.15
:uaz az Y ( )

donde p es un niimero constante no cero, entonces ( = Z(t, z) es llamado una trans-

formacién lineal con multiplicidad p (ver [38]).

Teoria del grado de Brouwer en IR"
El siguiente lema debido a [[1] desempena un papel crucial en la prueba del Teorema
del promedio en su forma clésica asi como en time scale. El caso del teorema del

promedio para time scale se vera en el capitulo 5 de esta tesis.

Lema 1 Para un subconjunto abierto acotado V' C IR", asumimos que F; :— IR",

parai=0,...k, y R:V x [~¢&g, ] — IR" son continuas, y dados por

F(,e) = Fy(-) + eF() + 2R () + ... + " (),
G(-,€) = Fy(-,¢) + " R(-, ¢).

Supongamos que F(z,e) # 0 para todo z € 9V, ¢ € [—eg,e] — 0. Entonces, para
| € |> 0 suficientemente pequeno, el grado de Brouwer deg(F'(+,¢),V,0) esta bien
definido y

deg(F(-,¢),V,0) = deg(G(-,¢),V,0).

Demostracion. La demostracion de este lema se puede ver en . O



Capitulo 2

El Método del Promedio

2.1. Descripcién del Método del Promedio

En este capitulo presentaremos los Teoremas clasicos de la teoria del promedio
hasta orden 2 en dimension n con el propdsito de estudiar soluciones peridédicas de

un sistema diferencial. Para una introduccién general a la teoria del promedio, ver

por ejemplo , , , .

2.1.1. Existencia y Estabilidad de soluciones periédicas

Consideremos el siguiente sistema diferencial
¥ =F(t,x,¢), (2.1)

con x € D, donde D es un subconjunto abierto y acotado de IR", ¢ > 0y F :
IR x D x (—¢eg,e9) — IR" es una funcién continua, T-periédica en la primera variable
t, localmente lipschitz en la segunda variable. Para cada z € D, denotemos por
x(,z,€) : [0,t,) — IR™ una solucién de con la condicién inicial z(0, z,€) = 2.
El valor T es llamado el periodo y podemos suponer que T' < t,, para todo z € D.
Recordemos que una solucién periddica satisface x(t + T, z, &) = x(t, z, &) para todo

t, y consideremos la funcién f : D x (—eg,g9) — IR" definida por

fze) = /O F(s,a(s, 2,2), €)ds. (2.2)

23
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A partir de (2.1)) y (2.2) podemos redefinir f de la siguiente forma

T T
/ 7' (s, z,€)ds :/ F(s,x(s,z,¢),¢)ds.
0 0

Por tanto
f(z,e) =2(T, z,e) — x(0, z,¢). (2.3)

Por continuidad de soluciones, el problema de encontrar soluciones T-periddicas del
sistema , se reduce a encontrar ceros de la funcién f definida en , asi cada
(2e,€) tal que f(z.,€) = 0 nos permite determinar la existencia de una solucién
T-periddica x(-, z., £) del sistema ([2.1)).

La prueba de los resultados que presentamos a continuacién han sido obtenidos en
[32] seccion 2.2].

2.1.2. Teorema de existencia de soluciones via promedio de

primer orden

Consideremos el siguiente sistema diferencial de orden arbitrario k en dimensién
n dado por:

k
¥ = ZsiFi(t, x) + " R(L, 1, ),

x(0) = o, (2.4)

conxz € D, donde D es un subconjunto abierto de IR", ¢t > 0 y donde F; : Rx D —
R"y R: R x D x (—&g,60) —> IR", son funciones Localmente Lipschitz y T-
periodicas en la primera variable t.

Para k = 1 tenemos el siguiente sistema diferencial de primer orden

v’ =eF(t,x) +*R(t, ),
z(0) = . (2.5)

El sistema diferencial promedio asociado al sistema ([2.5)) es definido en D por:

7 =efi(z2),
2(0) = o, (2.6)
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donde
filz) = %/0 Fi(s, z)ds. (2.7)

Podemos observar que las soluciones de equilibrio del sistema ([2.6]) son ceros de la

funcion f;.

Teorema 2.1 (Existencia) Consideremos los problemas de valores iniciales ([2.5])

y (2.6). Supongamos que:

a) Las funciones Fy, R, D, Fy, D, R, D>F,, D.R son definidas, continuas y acotadas

por una constante M (independiente de €) en [0,00) X Dy —go < & < g.
b) Las funciones F} y R son T-periédicas en ¢ (1" independiente de ).

Entonces, si p es una solucién de equilibrio del sistema promediado (2.6)), que satis-

face

det (Dof1(2)) | #0,

Z=p

con D, f1(+) lamatriz Jacobiana de f;, entonces para |¢| > 0 suficientemente pequeno,
existe una solucién T-periddica, (-, &) = z(-, z, €) del sistema (2.5]) tal que p(0,e) —

p cuando € — 0.

Demostracién. Sea V una vecindad de p tal que fi(z) # 0 para z € V — {p},
es decir, p es un cero aislado de la funcién promedio . Para todo z € V, existe
go > 0 tal que si € € [—¢g, &) cada solucion z(-, z,¢) de (2.5) estd bien definido
n [0,7]. Ademés, considerando h, < t, con h, = inf{T, } donde M(e) =
sup{|eFi(t,x) + 2 R(t, z,€)|} se tiene

b
M(e)

|eFy(t,7) + *R(t,xz,¢)| < M(e),

para todo t € [0,7], para cada z tal que |z — 2| < by para todo z € V. Entonces
para |e| suficientemente pequeno M (e) puede ser arbitrariamente grande, tal que
h, = T para todo z € V. Asi aseguramos la existencia y unicidad de las soluciones
de . Ademas, dado que € > 0 es suficientemente pequeno, existe un compacto
K C D tal que x(t, z,¢) € K paratodot € [0,T], 2z €V y ¢ € [0, €0].
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Por otro lado para t € [0,7] , 2 € V y € € [—&g, &), por continuidad de Fy, Ry la

relacion (0, z,€) = z se tiene

¢ t
x(t,z,€) =z + 5/ Fi(s,z(s,z,€))ds + 52/ R(s,x(s, z,¢€),¢e)ds, (2.8)
0 0
pues:
2 (t,z,e) = F(t,2(s,2,€),€)

¢ t
/x/(s,z,a)dsz/ F(s,z(s,z,¢€),€)ds
0 0 t
5/ Fl(s,a:(s,z,s))ds+52/ R(s,x(s,z,¢),€)ds,
0 0

x(t,z,e) — x(0, 2, ¢)
—_——

z

y para € = 0 tenemos z(t, z,0) = z. Definamos la funcién h por
h(e) = Fi(t,z(t, z,¢)). (2.9)

Observe que la funcién h depende sélo de e. Debido a que la funcién Fi(t, z(t, z, €))
es de clase C1, la funcién h es de clase C! en una vecindad de e = 0. Por el desarrollo

de serie de Taylor de h en torno a € = 0 se tiene

h(g) = h(0) + 1'(0)e + O(£?), (2.10)

2
donde G — 0 cuando ¢ — 0. Considerando 1} tenemos que h(0) =
€
Fi(t,z(t,z,0)) = Fi(t, z). Derivando (2.9)) y (2.8]) con respecto a £ obtenemos
0

H(e) = DRt aft%,2)) + DaFi(t, (1, 2,6) - —oa(h, 2,2),

t t
%x(t,x,e) :/ Fl(s,x(t,z,a))ds—l—%/ R(s,z(s,z,¢),e)ds,
0 0

evaluando las relaciones anteriores en ¢ = 0 obtenemos

0
—x(t,2,0
e=0 gx(,z, )

h'(0) = D Fi(t, z(t, 2z, ¢€))

t t
2:15'(15,3/:,0)—/ Fl(s,:c(t,z,O))ds—/ Fi(s, z)ds.
Oe 0 ~—— 0

z
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De donde
¢
h'(0) = DzFl(t,z)/ Fi(s, z)ds.
0
Asi (2.10) es
t
Fi(t,x(t,z,e)) = Fi(t,2) + €D, Fi(t, 2) - / Fi(s, 2)ds + O(£?). (2.11)
0
De ([2.3) como la funcién promedio f(z,e) = z(T, z,¢) — (0, 2, €), esto equivale a
T T
f(z,e) = 6/ Fi(s,z(s,z,¢))ds —1—52/ R(s,xz(s, z,¢e),€)ds. (2.12)
0 0
Considerando (2.11)) podemos reescribir la ecuacién (2.12)) como
T t
f(z,¢) :5/ {Fl(t,z) +eD,Fi(t, 2) / Fi(s,z)ds + 0(52)} ds
0 0
T
+ 52/ R(s,x(s,z,¢€),¢)ds,
r T
:5/ [Fi(t, z) + Fi(t, x(t, z,¢)) — Fi(t, 2)|ds + 52/ R(s,x(s,z,¢),€)ds,
0 0
de donde
T T
f(z,e) = 5/ Fl(s,z)ds+52/ R(s,x(s,z,¢),¢)ds.
0 0

Asf la funcién f puede ser escrito en la forma f(z,¢) = f1(2)+0(e?), en V x [y, £]
con f; dada por . En efecto, observe que existe un subconjunto compacto K de
D tal que z(t,z,¢) € K para todo t € [0,7], 2 € V y € € [~&0,£0]. Entonces por la
continuidad de R en [0, T] x K x [—¢¢, €] existe Mg > 0 tal que |R(t, z(t, z,¢€),¢)| <

My, o sea

T T
0 §]62/ R(s,x(s,z,¢),¢e)ds| < 52/ Myds = e*T Mg = O(e?),
0 0
de esta forma

f(z,e) = 5/0 Fi(s,2)ds +O(g?).

—_—
f1(2)
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Asi

f(z€) =efiz) + O(e?).

Definamos una funcién auxiliar f : D x (—eg,&0) — IR™ de clase C' dado por

Flee)= 128

con € # 0, es decir

f(z.€) = fi(z) + O(e).

Como (p,0) € Dx(—eg, &) tal que f(p,0) = f1(p)+0(0) = 0. Ademas det D, f(p, 0) #
0, entonces por el Teorema de la funciéon Implicita, existe £ > 0 tal que para todo
e € (—&o,&p) existe una unica funcién z. tal que

f(ze(e),e) =0 y 2.(0)=p.

Luego para todo € € (—&p, () obtenemos que

f(ze,e) = 0= fi(ze,e) = 0.

Por las ecuaciones (2.8)) y (2.12)) se sigue que z(7, z.,¢) = z(0, z.,¢). Por lo tanto,

para ¢ — 0 existe una solucién periddica ¢(-,¢) = z(-, 2., €) del sistema diferencial
(2.5)). Por otro lado, considerando nuevamente (2.12)), tenemos
0 =lim f(z.,¢)
e—0
=1l T —
61_r>r(1]($( y2e,€) — x(0, 20, €))

=limz(T, z¢, ) — lim (0, z., €)

e—0 e—0
= ll_{% (T, z,€) — z:(0)

=limx(T, z.,€) — p.

e—0
Asi tenemos que x(7T, z.,e) — p cuando £ — 0, por tanto el Teorema queda de-
mostrado. O
A continuacion presentaremos dos ejemplos donde se aplica el Teorema del promedio

de primer orden, para determinar soluciones periddicas.

Ejemplo 2.1 (La ecuacién de Van der Pol)

La ecuacién que modela al oscilador de Van der Pol viene definida por

" +x=e(l— 2% (2.13)
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Considerando el cambio de variables ' = y, puede escribirse como el sistema dife-

rencial

/
r =Y,

/

Y =—z+¢e(1—2%)y.

Este sistema escrito en su forma matricial es

A 0
(y,) - (_) be <<1 ) xz)y) . 2.1

0
Como las funciones F' = Y y R = no satisfacen la periodicidad
—x (1—2?)y

necesaria dada por el Teorema [2.1] introduzcamos el cambio en coordenadas polares

(r,0) tal que x = rcosf, y = rsinf, derivando respecto del tiempo ¢, obtenemos

2 =1r"cosh —rf sinb

y' =1r"sinf + 10 cos,
resolviendo el sistema anterior respecto a 'y #', obtenemos

' =er(1 — r? cos® §) sin® 0
0 =—1+¢ecosf(1 —r?cos®f)sin 6.

Introduciendo la variable 8 como la nueva variable independiente del sistema se

sigue que

dr (1 —r%cos?)rsin® 6
d)  —1+¢e(1—r2cos?2f)sinfcost’

(1 — 72 cos? 0)rsin® 0
—1+e(l —r2cos?0)sinfcosb
de Taylor de g(¢) alrededor de € = 0 se tiene

Si definimos g(e) = con ¢g(0) = 0, por el desarrollo

g(e) = g(0) 4+ ¢'(0) + O(e®) con ¢'(0) = rsin®O(r*cos®d — 1),
de donde

g(e) = er sin®O(r* cos? § — 1) + O(£?),
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de esta forma

% =ersin®0(r?cos? 0 — 1) +0(?).
F?@T’/‘)

Observemos que este sistema tiene la forma estdndar dada por el sistema diferencial
, luego podemos aplicar el Teorema , si tomamos x = r,t = 0,T = 2,
F(t,x) = rsin®?0(r?cos?d — 1) y D = (0, 4+00). Adem4s la funcién F(0,r) es 27-
periddica en 6 y satisface las hipotesis del Teorema del Promedio de primer orden.

La funcién promedio viene dada por

2w
f(r)= / rsin® (r? cos® 6 — 1)do
0
1
= Zﬂr(r2 —4). (2.15)
Resolviendo f(r) = 0 se tiene las singularidades

r :07T2:27T3:_27

ademés

donde claramente f'(r;) # 0 para i = 2,3y 7o € D (r1,r3 no estan en D). De
esta forma aplicando el Teorema podemos concluir que para ¢ — 0 existe una
solucién 2m-periddica del sistema (2.13)) con r(g) — 2 cuando € — 0.

Ejemplo 2.2 (Bifurcacién Poincaré - Andronov- Hopf)

Consideremos el sistema diferencial

y =gy, N\, (2.16)

donde y € R", X € RP, g € C" en una vecindad del punto fijo en R" x RP,
supongamos que (y,A) = (Yo, A\o) es un punto fijo, es decir g(yo, Ao) = 0, ;Cémo
varfa la dindmica del sistema (2.16]) para A ~ X\y?

Supongamos que el sistema lineal

</ = Dyg<y07 )‘O)Ca C € Rn?
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donde Dyg(yo, \o) tiene dos autovalores con parte real nula y el resto de los autova-
lores con parte real no nula. La dindmica de (2.16)) cerca de (yo.\o) es determinado

por el campo de vectores restringido a la variedad central, que en este caso es de

! Re\ Im)\
() _ < eX(p) Im (u)) () . <f1<x,y,m) | (2.17)
y ImA(p)  ReXp)) \y fo(@,y, 1)
donde (z,y, ) € R x IR x IR, fi, f2 son funciones lineales en z,y. La forma normal

de (ZT7) es

o' = a(p)r —w(py + (a(p)z — b(p)y) (@ + v*) + O(|z, y|*),
Y = w(p)z +a(p)y + (b(p)z + a(p)y) (@ + y?) + O(|z, y[*). (2.18)

dimension dos:

Usando coordenadas polares z = rcosf,y = rsinf, el sistema ([2.18]) puede ser

escrito como

0 = w(u) + blu)r* + O@r"). (2.19)

Por el desarrollo de Taylor de las funciones a(u), a(p),w(p),b(1) en una vecindad
de =0, el sistema ([2.19)) se reescribe como:

v =/ (0)ur + a(0)r® + O(pPr; ur?),

0 = w(0) + ' (0)p + b(0)r* + O(p?; pur?; rh). (2.20)
Haciendo o/(0) = d, a(0) = a,w(0) = w, w'(0) = ¢, b(0) = b, reescribimos el
sistema ([2.20]) como

v =dur+ar® + O(ulr, 1Pr,r®),
0 =w + cu + br2 + O(p?, ur?, ). (2.21)

0 t
Dado el cambio de coordenadas, r — er, § — —, t — —, u — €% ji (re-escalando) se
€ €
tiene
v =e(dpr+ar®) +O(?)

0 =w + O(e?).



32

Introduciendo la variable 6 como la nueva variable independiente se sigue que

dr e(dpr+ar®) +0()
do w+ 0(g2?)

e(dpur+ar®)+0(e%)
w+ O(e?)
de g(¢) alrededor de € = 0 se tiene

Si definimos g(g) = con g(0) = 0, por el desarrollo de Taylor

g9(e) = g(0) + ¢'(0) e + ¢"(0) € + O(e?),

d 3
con ¢'(0) = %—i—ar y ¢"(0) =0, de donde
d 3
gle) =« LD Lo,

de esta forma

dr dpr +ar’

0" w
————
F(u,r)

+0(&%). (2.22)

Observemos que el sistema (2.22)) tiene la forma estandar y podemos aplicar la teoria
del promedio. Ademés la funcién F'(u,r) es 2mw-periddica en 6 y satisface las hipétesis

del Teorema La funcién promedio viene dada por

fr) = /0% (—dWJMP)) a9

d 2
:27r7“(—'u+£). (2.23)
w w

Resolviendo f(r) = 0 se tiene las singularidades
[ dup [ du
7”1:0,7’2: -, T3 = —\/ ——
a a

df  2m(dp + 3ar®)
dr w

ademsés

d
Como la singularidad 7, del sistema promediado ([2.23) satisface d—f(m) # 0, de esta
r

forma tenemos del Teorema que para € — 0 existe una solucion 27-periddica del

sistema (2.21]) con r(¢) — 0 cuando £ — 0.
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2.1.3. Estabilidad de soluciones peridédicas para promedio

de primer orden

En esta seccion estableceremos un resultado respecto a la estabilidad de la solu-
cién T-periddica dada por el Teorema [2.1} Para poder establecer estos resultados,
recordaremos el concepto de estabilidad para soluciones de equilibrio. Consideremos

el siguiente sistema diferencial
¥ = f(t, z), (2.24)

donde f : IR x R"™ — IR" es una funcién continua en (¢,z) y Lipschitz-continua
en x. Asumamos que x = p es un punto de equilibrio de (2.24)), es decir f(¢,p) =0
para t € R.

Definicién 2.1 Consideremos la ecuacién y una vecindad D C IR" de z = p.
Denotemos la solucién con condicién inicial en ¢ = ¢y con z(tg) = o € D como
x(t; tg, x9). La solucién x = p se dice estable en el sentido de Lyapunov si para cada
e>0yty >0 existe 0 = d(g, 1) tal que si ||zg — p|| < d, entonces x(t;to, zo) se
encuentra definida para todo t > ty y ademaés ||x(¢; g, zo) — p|| < € para todo t > t.

Observacion 2.1 Si la solucién de equilibrio = p de la ecuacién (2.24) no es

estable en el sentido de Lyapunov, se dice inestable.

Definiciéon 2.2 La solucién de equilibrio x = p de la ecuacién se dice a-
sintéticamente estable si © = p es estable y ademés existe §(tg) > 0 tal que si
l|zo — p|| < d(to), entonces limy_, ||x(¢; o, 20) — p|| = 0.

Los primeros dos teoremas de estabilidad (en el sentido de Lyapunov) seran utiliza-
dos para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periédicas via el método

del promedio, la demostracién se puede veren [32].
Teorema 2.2 Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria definida en IR™
¥ =Alt)x + f(t, ), (2.25)

A(t) es una matriz continua y T-periddica, la funcién f(¢,x) es continua en (¢, x) y

es Lipschitz-continua en x para t € IR y x pertenece a una vecindad de z = 0. Mas
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aln tenemos que

lim 1 f(t, z)]| _o,
lell=0 |||

uniformemente en t. Si la parte real de los exponentes caracteristicos de la ecuacion

periodica lineal

son negativas, entonces la solucién x = 0 de la ecuacion (2.25) es asintéticamente

estable.

Teorema 2.3 Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria definida en IR™
¥ = Az + B(t)x + f(t,x), (2.26)

donde t >ty y A es una matriz constante de orden n, B(t) es una matriz continua
de orden n tal que limy;_, ||B(t)|| = 0. La funcién f(¢,x) es continua en (¢,z) y es
Lipschitz-continua en una vecindad de z = 0. Mas atin tenemos que

t
o WD _
lello |||
uniformemente en ¢. Si la matriz A posee al menos un valor propio con parte real

positiva, entonces la solucién x = 0 de la ecuacion ([2.26)) es inestable.

Nuevamente consideremos el sistema estandar para la utilizacién del Teorema del

promedio, es decir

v’ =eF(t,x) + *R(t, z,¢),
z(0) = xo.

Supongamos que las funciones Fj, R satisfacen las hipotesis del Teorema y

ademds, det(D,f(p)) # 0 para p una solucién de equilibrio de la funcién prome-
dio ([2.7)).

Teorema 2.4 (Estabilidad) Sea ¢(t,¢) la familia de soluciones periédicas obteni-
das en el Teorema[2.1] Si todos los valores propios de la matriz D, f(p) posee parte
real negativa, la solucién periédica ¢(t,e) asociada a p es asintéticamente estable
para ¢ suficientemente pequenio. De la misma forma si al menos un valor propio

posee parte real positiva entonces la solucién ¢(t, ) es inestable.
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Demostracién. Considerando x = z + ¢(t,¢), obtenemos las relaciones
d+ (L e) =eFi(t, 2 + ¢(t,e)) + e*R(t, 2 + d(t, €), )

=eFy(t, ¢(t,€)) + Eﬁ(t, o(t,€))z +e°R(t, ¢(t,€),€)

0z
2R 6(1,0),2)2 + O(),

dado que ¢/(t,e) = eFi(t,z + ¢(t,e)) + e2R(t, z + ¢(t,€),¢), entonces

+¢€

P— 5%(15, B(t,e))z + 2 R(t, ¢(t, €),e) + O(?).

Omitiendo los términos no lineales y renombrando nuevamente x como la variable

dependiente, se obtiene la ecuacién lineal con coeficientes T-periddicos es

' = eA(t,e)r, (2.27)

0
donde A(t,e) = —[Fi(t,z) + eR(t, x,€)|s=¢(t,¢)- Introducimos la matriz T-periédica

R

B(t) = —(t,p). Por el Teorema dado que ¢(t,e) — p cuando € — 0 entonces
x

lim._,0 A(t,e) = B(t). Definamos las matrices

B°:/TB(t)dt , C(t):/T[B(t)—BO]ds.

TOR o [T
Notemos que B° = —(s,2)ds = —/ Fi(s,z)ds, de esta forma B° es la
o Ox ox J,

matriz de linealizacién de la ecuacién promediada ((2.7), ademés C(t) es T-periddica.

Consideremos la transformacién x — y por medio de la igualdad
y=I—eC(t))x. (2.28)

Derivando y considerando se sigue que
y =—eC't)x+ (I —eC(t))2
= —eB(t)rx +eB°x+ (I —eC(t))eAl(t, e)x
= [eB° + e(A(t,e) — B(t)) — C*C(t)A(t,e)|(I — eC(t)) ™ 1y. (2.29)

Por la equivalencia (I —eC/(t))™! = I +eC(t) + O(£?) tenemos que, (2.29) se trans-

forma en

y = eB°y +e(A(t,e) — B(t))y + e2M(t, ¢)y, (2.30)
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donde M (t,e) = [B°+ (A(t,e)— B(t)) —eC(t)A(t, €)][C(t) +¢el] es T-periddica y aco-
tada. Definamos la funcién continua K (t,¢) = A(t,e)—B(t) donde K(t,¢) — 0 cuan-
do ¢ — 0. En efecto, dado que ¢(t,e) — p cuando ¢ — 0 se tiene lim._,o K (t, &) =
lim. 0 A(t,e) — B(t) = %(t,p) — B(t) = 0. De acuerdo a lo anterior el sistema

Ox
(2.30) se transforma en
y' =¢[B°+ K(t,e) +eM(t,e)ly. (2.31)

De la teoria de Floquet (ver @, cap 2 seccién 4), dado que los multiplicadores
caracteristicos son determinados de forma tinica, podemos seleccionar los exponentes
de Floquet de tal forma que coincidan con los valores propios de la matriz B°.
Formalmente, supongamos que «; para j = 1,2,...,n son los valores propios de la
matriz A(t,¢), entonces los exponentes caracteristicos de la ecuacién , Aj(e)
para j = 1,2,...,n pueden ser considerados como funciones continuas tales que
A;(0) = ;. De esta forma, si Re(a;) < 0 (respectivamente Re(c;) > 0), entonces
existe g9 > 0 tal que Re(\;(g)) < 0 (respectivamente Re(\;(¢)) > 0) para todo |e] <
£o. Ahora podemos aplicar el Teorema , suponiendo que Re(\;) < 0, entonces la
solucion trivial y = 0 de es asintéticamente estable, pero esta solucion trivial
corresponde a x = ¢(t, ), por lo que deducimos que para ¢ suficientemente pequeno,
¢(t,e) es asintéticamente estable.

De acuerdo a la Teorfa de Floquet, toda matriz fundamental ®(¢, ) de la ecuacién
puede ser escrito como ®(t,e) = P(t,¢) - eH*) donde los valores propios de
la matriz eH corresponde a los exponentes caracteristicos de la ecuacion (2.30)).

Transformando la variable y, de acuerdo a y = P(t, €)v, se tiene que
e(B°+ K(t,e) +eM(t,e))P(t,e)v = P'(t,e)v + P(t, &)/,
asi,
v' = Pt e)[e(B° + K(t,e) + eM(t,e))P(t,e) — P'(t,e]v.
Ahora, afirmamos que
Pt e)[e(B° + K(t,e) +eM(t,e))P(t,e) — P'(t,e)] = eH.
En efecto, dado que ®(t,¢) = P(t,)e !, entonces

e(B° + K(t,e) +eM(t,e))P(t,e)es™ = ¢(B° + K(t,) + eM(t,e))®(t,e) = ¥'(t,¢)
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asi,

e(B° + K(t,e) +eM(t,e))P(t,e)es = P'(t,e)e " + eHe !,
por lo tanto

e(B°+ K(t,e) +eM(t,e))P(t,e) = P'(t,e) + eHP(t,¢),
lo que implica que

eH = P (t,e)[e(B° + K(t,e) + eM(t,e))P(t,e) — P'(t,¢)].
Utilizando la afirmacién anterior se tiene que, se transforma en
V' = eHuw. (2.32)

Ahora podemos aplicar el Teorema , considerando que si Re(A;) > 0 para al
menos uno de los exponentes caracteristicos, entonces la solucién trivial v = 0 de
es inestable. La solucién trivial v = 0 corresponde a la solucién trivial y = 0
y esta corresponde a la solucién x = ¢(t, ), por lo que podemos concluir que para &
suficientemente pequeno, la solucién periddica es inestable. Asi hemos concluido la

demostracion del Teorema [2.4] . O

d
Observaciéon 2.2 Note que en el ejemplo se tiene d—f(2) = 27 > 0, por el
r

Teorema [2.4] la solucién 27-periddica de la ecuacién de Van der Pol es inestable.

2.1.4. Teorema de existencia de soluciones via promedio de

segundo orden
Consideremos el siguiente sistema diferencial
v’ = el (t,x) +*Fy(t,x) + 3 R(t, x, ¢), (2.33)

conz € D, donde D es un subconjunto abiertode IR", ¢ > 0y F, F5 : RxD — R",
R:TR x D x (—¢gp,&9) — IR" son funciones de clase C?, T-periddicas en la primera

variable.

Asumimos que
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1. Las funciones Fy(-,t), F»(-,t) € C*(D), para todo t € R, Fy, Fy, D, F\ y D, Fy
son localmente Lipschitz con respecto a x y R es diferenciable respecto a €. Se
define f1, fo : D — IR"™ como

fi(z) = / " R, 2)ds.
fa(2) =/OT |:DZF1(572) /0 Fi(t,z)dt + Fy(t, z)| ds (2.34)

2. Para V' C D un subconjunto abierto, acotado y para cada ¢ € (—eg,g9) — {0},
existe p € V tal que fi(p) + efa(p) = 0y det D.(f1 + f2)(p) # 0, donde
D, (f1 + efs) corresponde a la matriz Jacobiana de f; + ¢ fs.

Teorema 2.5 (Existencia) Supongamos que las hipdtesis anteriores se satisfacen.

Entonces, para |g| > 0 suficientemente pequeno, existe una solucién T-periddica,
©(t, e) del sistema (2.33)) tal que ¢(0,e) — p cuando € — 0.

Demostracién. Sea U C V una vecindad de p tal que fi(p) + efa(p) # 0 para
p € U, es decir, p es una solucién aislada de fi(p) + e f2(p) = 0.

Sabemos que existe g9 > 0 tal que si e € [—¢g, €9 se puede definir una solucién unica
de sobre [0, T, ademas existe un compacto K C D tal que z(t, z,¢) € K para
t€0,T),z€Vye € [—eq el

Por otra parte, por la continuidad de las funciones F}, F5, R considerando la condi-

cién inicial z(0, z,€) = z se tiene que
t t
x(t,z,e) =2 + 5/ Fi(s,x(s,z,€))ds + 52/ Fy(s,x(s, z,¢))ds
0 0
t
+ 63/ R(s,x(s,z,¢€),€)ds. (2.35)
0

Debido a que f(t,x, &) = eF\(t,x) + 2 Fy(t,z) +e3R(t, x,€) es diferenciable respecto
ae, e € [—eg, 0], se tiene tambien que la solucién z(t, z, ) es diferenciable respecto

a €. De esta forma
t
D.x(t,z,e) = / Fi(s,2(s, 2,¢))ds + O(g) + O(g?),
0

y luego

¢
sz(t,z,O):/ Fi(s,z)ds.
0



2.1 Teorema de existencia de soluciones via promedio de segundo orden 39

Definamos la funcién auxiliar h(e) = Fy(s, x(s, z,¢)) de clase C' respecto a .

Utilizando el desarrollo de Taylor de A alrededor de £ = 0 se tiene

h(g) = h(0) + B'(0)e + O(c?),

Fi(t,z(t, z,€)) = Fi(t, z) + (,%Fl(t, z) - /0 Fi(s, 2)ds + O(g?),

donde 22— 0, cuando ¢ — 0. Dado que h(0) = Fi(s,z) y h'(0) = D,Fi(s,z) -

£

t
/ Fi(s, z)ds se sigue que
0

Fi(s,x(s,2,€)) = Fi(s,z) + €D, Fi(s, 2) - /0 Fi(s,2)ds. (2.36)

Como x(t, z,€) estd contenida en un compacto K y Fy, F», R son localmente Lips-

chitz, entonces para t € [0,7] y € € [—&o, £
t
x(t,z,e) = 2z + / Fi(s, 2)ds + O(£?). (2.37)
0

Considerando (2.37) por ser F, localmente lipschitz en la segunda coordenada se

tiene que

1Fa(t,o(t, 2,€)) — Falt, 2)]| < Lille(t, 2. ) — 2|
t
< Lil / Fi(s, 2)ds + O(=2)]|
0

S é?LkO(l),
donde Ly es la constante de Lipschitz. De esta forma podemos expresar
Fy(t,x(t,z,e)) = Fy(t, z) + O(e). (2.38)

Definamos la funcién de periodicidad

fo(z,¢€) :5/0 Fl(s,x(s,z,s))ds+€2/0 Fg(s,x(s,z,e))+63/0 R(s,xz(s, z,¢e),¢)ds.
(2.39)



40

A partir de (2.36)) y (2.38]) podemos redefinir (2.39)) como
T s T
fo(z,e) = 5/ [Fi(s,2) +eD,Fy(s, z)/ Fi(t, z)dt]ds + 52/ [Fy(t, 2) + O(¢e)lds
o 0 0
+53/ R(s,x(s, z,€))ds
0T T s T
= 5/ Fi(s, z)ds —|—52/ [DZFl(s,z)/ Fi(t, z)dt]ds +z—:2/ Fy(t, 2)ds + O(£*)
o o os 0
= g/ Fi(s, 2)ds + £ / [D.Fi(s, z) / Fi(t, 2)dt + Fy(s, 2)]ds + O(e?).
0 0 0
Por hipdtesis se sigue que
fo(z,€) = efi(2) + % fo(2) + O(&%).

Definimos la funcién auxiliar fo(z,€) = fi(2) + ef2(z) + O(g?). Debido a que las
soluciones de ([2.33)) son de clase C*' respecto a (z,¢) y como fi(p) +efo(p) =0y
det D, (f1 + ef2)(p) # 0 entonces fo(p,0) = 0y det D, f,(p,0) # 0. Por el Teorema

de la funcién Implicita existe una tnica funcion z. tal que

folze,e) =0y 2(0) =p.

Luego para todo € € (—&p,29) — {0} obtenemos
folze,8) =0 = fo(z,2) = 0.

Considerando (2.35)) y (2.39) tenemos que z(T, z., ) = x(0, z¢, ), es decir, existe una
solucién T-periddica (-, &) = z(+, 2., €) de (2.33)) para e suficientemente pequeno.

Por otro lado considerando ([2.39)) y tomando limites tenemos

0 :ll_{%f[)(zs:g)a

=1im (z(T, 2., €) — (0, z., €)),

e—0

=lim (T, z.,e) — p.

e—0

Por lo tanto z(7T, z;,£) — p cuando € — 0. Asf queda demostrado el Teorema. O

Observacion 2.3 Si la funcién f; no es idénticamente nulo, entonces los ceros f; +

e fo corresponden a los ceros de f; para e suficientemente pequeno, en este caso nos
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encontramos en el Teorema del promedio de primer orden. En caso contrario si f; es
idénticamente nulo, y f5 no lo es, entonces los ceros de f; + £f, corresponden a los
ceros de fs, en este caso nos encontramos en el Teorema del promedio de segundo

orden.

2.1.5. Estabilidad de soluciones periédicas para promedio

de segundo orden
Consideremos el sistema
o' =ceF\(t,x) + e Fy(t, ) + *R(t, 1, ¢).

Asumamos que las hipdtesis del Teorema del promedio de segundo orden se satis-
facen y ademds det D, (f; + ef2)(p) # 0, donde p satisface que fi(p) + efa(p) =0
para f1 v fo definidas en ([2.34)).

Teorema 2.6 (Estabilidad) Si todos los autovalores de la matriz D, (f; +¢fs)(p)
posee parte real negativa, entonces para ¢ suficientemente pequeno la solucion ¢(t, )
asociada a p es asintéticamente estable. De la misma forma si al menos existe un
valor propio de la matriz D,(f1 + ef2)(p) posee parte real positiva, entonces para e

suficientemente pequeno la solucién ¢(t,€) asociada a p es inestable.

Demostracién. Sea ¢(t,¢) la solucién T-periddica del sistema (2.33)) asociada a p.

Considerando x = z + ¢(t, ¢), tenemos

2@ (te) =eFi(t,z + ¢(t,€)) + 2 Fa(t, 2 + ¢(t, e)) + 2 R(t, 2 + ¢(t, €), €)

=cFi(t, o(t,e)) + 5%(25, B(t,e))z + 2 Fy(t, p(t, €)) + 52%(15, o(t,e))z
+3R(t, o(t,€)) + 53%(25, o(t,e))z + O(2?).

Dado que ¢(t, ) es solucién del sistema (2.33)), tenemos

2 :e@(t, P(t,e))z + 52@(@ o(t,€))z + 53@(@ o(t,e))z + O(2?),

OF OF OF o
zea—;(t,p)z +e {a—;(t, o(t,e)) — a—;(t,p)] z+ 528—;(757]3)
OF. OF OR
e[ ot - o]+ 5ot 100, (2
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Definiendo
B 8F1 8F1 B 0F2 aFg
K<t7‘€) - E(ta ¢(t78)) - E(tﬂﬁ ) M(t7€> - E(tqs(tﬂg)) - E(t’p%
tenemos que se transforma en
;- oF; oF, 2 OR 9
Z=c E(t,p) + 55(15,}9) + K(t,e) +eM(t,e) +¢ a(t,qb(t,g) z4 O(z7).

Dado que ¢(t,e) — p cuando € — 0 se tiene que lfII(l) K(t,e) = 0. Consideremos la
e—

parte lineal de la ecuacién (|2.40))

OF OF,

5(t,p) + ag(t,p) + K(t,e) + M(t,e) + 52%(@ o(t, g)] zZ. (2.41)

/

zZ =c

OF
Supongamos que o para j = 1,2,...,n son los autovalores de la matriz a—l(t,p) +
z
€8F2
0z

definir como la funcién continua A(¢), tal que A;(0) = «; para cada j. Si Re(a;) <

(t,p). Entonces los exponentes de Floquet de la ecuacién (2.41) se pueden

0 (respectivamente Re(a;) > 0), entonces existe g5 > 0 tal que Re(\;(e)) < 0
(respectivamente Re(\;(g)) > 0) para todo |e| < g. Aplicando el Teorema [2.2] si
Re();j) < 0, entonces la solucion trivial z = 0 de es asintéticamente estable,
pero esta solucién trivial anterior corresponde a x = ¢(t,¢), por lo que deducimos
que ¢(t,¢) es asintGticamente estable.

Del Teorema , tenemos que toda matriz fundamental de la ecuacién (2.41)) se
puede escribir como ®(t,¢) = P(t,<)et, donde los valores propios de la matriz ¢ H
corresponde a los exponentes caracteristicos de la ecuacion . Considerando el

cambio de variable z = P(t,¢)v, tenemos que la ecuacion (2.40)) se transforma en
v =e?Hv + O(v?).

Aplicando el Teorema , considerando que si Re();) > 0 para al menos uno de los
exponentes caracteristicos, entonces la solucion trivial v = 0 de es inestable.
La solucion trivial v = 0 corresponde a la solucion trivial z = 0 y ésta corresponde
a la solucién = = ¢(t,¢), por lo que podemos concluir que la solucién es inestable.

Asi hemos concluido la demostracion del teorema. O
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Para concluir este capitulo 2 presentamos dos ejemplos de sistemas hamiltonianos
donde la existencia de soluciones periddicas se obtiene a partir de la teoria de prome-
dio de segundo orden. El primer ejemplo fue estudiado por Jiménez y Llibre en [39),
para un potencial polinomial de grado tres y el segundo fue estudiado por Carrasco,

D., Uribe M., Vidal C. en [13] para un potencial polinomial de grado cuatro.

Ejemplo 2.3 (El Hamiltoniano de Hénon-Heiles) Consideremos la funcién

Hamiltoniana Generalizada de Hénon-Heiles

1 1
H = (ZB2 + y2) + = (p?c + pz) + Bay® + 3 Az, (2.42)

2

DN | —

con B # 0, x,y, ps, py € R. El sistema hamiltoniano Hénon-Heiles asociado a (2.42))

€S

/

T = Pua,

Y =Dy,

P, =—x— (Az® + By?),

Py =—y—2Buxy, (2.43)

donde A, B son numeros reales, llamados parametros del sistema. Por el Teorema
del promedio de segundo orden, el resultado principal es:

en cada nivel de energia positivo h > 0 bajo ciertas condiciones en los pardmetros
Ay B, el sistema tiene al menos una dos 6 tres érbitas periddicas.

El ejemplo siguiente es una generalizacion del sistema Hénon Heiles Generalizado

y que fue estudiado por Dante Carrasco, Marco Uribe y Claudio Vidal en [13].

Ejemplo 2.4 (Sistema Hamiltoniano con potencial de grado 4) Consideremos

la funcién polinomial

1 1
H(z,y,pr,py) = 5(00° +y7) + 5 (00, + 1) + Va(w,y) + Va(z, y). (2.44)
donde 0 = —1,1 y V3,V son polinomios homogéneos de grado 3 y 4 de la forma

A A m A
Vs(z,y) = §x3 + Bay®, Vi(w,y) = o’ + Sty + §y4.
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El sistema hamiltoniano asociado a (2.45)) es

/
T = Pq,

y/ = Py,
p. = —x — Ax* — By? — may® — 2°A,
p, = —y — 2Bxy — ma’y — i’ A, (2.45)

donde A, B, A, m, X\ son parametros reales del sistema. Por el teorema del promedio
de segundo orden, se tiene que en cada nivel de energia positivo h > 0 bajo ciertas
condiciones en los pardmetros el sistema ([2.45)) tiene al menos una, dos 6 tres familias

de érbitas periddicas.



Capitulo 3

Sistemas Hamiltonianos con dos
grados de libertad y potencial de

grado cinco

En este capitulo consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados de li-
bertad y con funcién potencial polinomial de grado cinco. Como ya fue definido en
el Capitulo 1 un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad es un sistema

diferencial de la forma :

_om . oH
r = apxa px 837’
oH o0H
= ), = ——— 3.1
Io= gy B T (3.1)

donde H : R* — IR es la funcién Hamiltoniana de , x,1y son las coordenadas
generalizadas y p,, p, son los momentos conjugados. Escribiremos para este tipo de
sistema la forma estandar que nos permita utilizar la teoria del promedio, luego reali-
zamos un estudio sobre los grados del potencial para responder a la pregunta ; Que
combinacion en los términos homogéneos del potencial dan lugar a la utilizaciéon del
método del promedio de primer orden y que combinacién requiere utilizar el método

del promedio de segundo orden?

45
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3.1. Sistema hamiltoniano con potencial de grado

cinco
Consideremos la funcién polinomial H dado por

1 1
H=3 @ +y") +5 (0 +0)) + Va(e,y) + Valwy) + Valwy),  (32)

donde z,y,p,,py, € Ry Vi(z,y), i = 3,4,5 son polinomios homogéneos de grados 3,
4 y 5 respectivamente. El sistema diferencial hamiltoniano asociado a (3.2)) es:

T = Dz,

ZJ = Dy,

. OWs(ry) OVi(wy) OVs(,y)

Pz - o =Y

_ Vs(x,y)  OVilz,y) OVs(z,y)

Py =—Y 9 oy o (3.3)

El punto en el sistema denota la derivada con respecto a la variable inde-
pendiente t. Con el propésito de utilizar el método del promedio, introduzcamos
un pequeno parametro real positivo € en el sistema a través del cambio de
coordenadas (z,y, ps, py) por (X,Y,px,py) donde v =X, y=¢Y, p, =epx,y
py = €py. El sistema se transforma en

X = Px,

Y = Py,

. oV3(X,Y) 5 OVA(X,Y) 3 OV5(X,Y)
Px=—X - T Tax ¢ T ax

. 8V3(X, Y) 9 81/21(X, Y) 3 8V5(X, Y)
py =—Y —¢ oy ¢ 5y ¢ E (3.4)

Este sistema nuevamente es Hamiltoniano con funcién Hamiltoniana

1 1
K =2 (X +Y%) 4 o (0k +13) +eVa(X,Y) + Va(X,Y) +'15(X,Y), (3.5)

donde K = ¢ 2H.
Observe que el sistema (3.3)) y el sistema transformado (3.4]) son topoldgicamente
equivalentes, es decir, tienen el mismo retrato de fase para ¢ > 0 fijo. Ademas para e

suficientemente pequeno el sistema hamiltoniano (3.4]) es integrable. La periodicidad
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del sistema hamiltoniano es un requisito basico para utilizar el método del promedio.
Introduzcamos ahora el cambio de variable (X, Y, px, py) — (.0, p,a) € RT x St x
IR™ x S! dado por

X =rcos, Y =pcos( + ), px =rsinb, py = psin(f + «), (3.6)

donde r > 0y p > 0. La integral primera en las nuevas coordenadas para cada valor
fijo h de K, es

1
h =3 (r* + p*) + eVa(rcosb, pcos(f + ) + e*Vi(r cos b, pcos(d + )

+ 3V (r cos 0, pcos(f + a)). (3.7)

Derivando (3.6)) y usando las expresiones dadas en (3.4]) se tiene

7= asm@T € smHT 5 SIHGT,
G- _1_ cos OV3(X,Y)  5co80 0Vy(X,Y)  3c080 9V5(X,Y)
N T 0X © Ty 0X © Ty ox
p= ssm(ﬂ—l—a)T £ sm(ﬂ—l—a)T € Sln(@—k&)T,
& —e cos§ OV3(X,Y)  cos(f + o) OV3(X,Y) +82(C0598V4(X, Y)
N r 0X p oY r 0X

cos(f + o) IVu(X, Y)) 48 cosf OV5(X,Y)  cos(f + o) OV5(X,Y) (3.8)
p oY r 0X p oY ’ '

donde las derivadas parciales de los polinomios V3, V, v V5 son evaluadas en el punto

de coordenadas (r cosf, pcos(f + a)). Ademds note que

Vi OVj

o~ 0ox

% =—r sin@% — p sin(f + a)%

%—‘;k = cos(f + a)%

% = —psin(f + a)%, (3.9)
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para k = 3,4,5. Por lo tanto (3.8]) se reescribe como:

L (WOl (OO 1 (e
"= FrEe P Il b it vl Bl b vl e
L0Vi 10V 10V
r or r Or r or’
1oV, L,10Vi  ,10V4
€p8a+8p8a+€p8a’

A partir de ahora consideremos la variable # como la variable independiente del
sistema en lugar de la variable ¢ y obtenemos

(Vs Vs | o (OVa OVi\ 5 (0Vs OVs
g "\ 9a) "\ 9a) " \90  da 3.11)
o~ Vs ovy Vs ' '

rt+e - +et—+¢e°
or or or

Con el fin de escribir la parte derecha de la ecuacion (3.11f) en su desarrollo de Taylor

alrededor de € = 0, consideremos la funcion auxiliar

1
fle) = 14 aie + ase? + azed’
donde a 1% a 15’V4 = 1% asi
L e T o BT e
1
fle) = o Tl rad 1 —aie + (a] — ag)e® + (—a} + 2a1a9 — a3)e® + O(g%).
Por tanto
1 10V; 10V; 10V, 9
— —1— _ -z
/) 1_}_1% +18V212 16‘/553 ror +<<r(9r) 7’87“)8

r Or r Or r or

2 0V3 0V, 10V 10Vs )\ 4 4
+( <7’8r) 7”(910)5—’_0(6)'
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Luego

) %_% 10Vs (OVs  OVs\ _ (OVi OVi\Y\ .
R NV R ror \o0  oa 90  oa))c

41

T
1 10V, 181/5 av3 av3 10Vs (0V, OV,
.

+0

r Or 7’ 87"
(o ow
09 Oa

De manera analoga, tenemos

ror ae D +Far 90 da

().

18V 5 10V, 10V;
e e

dp _ p(‘?a p O p Oa
g LOVs | ,10Vi | ,10Vs
e
Asi
;o 10V 1 0Vs0Vs  10Vy\ ,
P= p8r€+(rp8r Ox paa)€+
10V,  [(10Vs\?\ 10Vs 1 0V30V, 19Vs| 4 .
(r@r (rar))p8a+rp8r da  p da &+ 0.
También
S(1OVs _1OVsN o (LOVe L1OVi\ 5 10V 10Vs
da ror pOp rdr  pdp r dr  pdp
a LVs  ,10Vi ,10V; ’
1+€7”87“+ r Or +€7‘8r
luego
, 10V 10V3 10V3 10V  10V; 10V, 10V, 9
o =—|-——7F—-———F7)e+ |- - — - - =+
rdr  p Op rdr \r Or pdp rdr  pOp

LoVi  (10Vi\*\ (10Ve 10V 10V (10Vi 10V
r or r or rdr  pOp ror \r Or pJdp

(o)
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Asi el nuevo sistema es:

g L(OVs OVe\ 1 (10Vs (OVy OVB\ _ (OVi OVA\\ ..

 r\ 00 oo r \r dr \ 90 Oa 00 196

L) (Love  (1OWN\®) (Vs VR  10Vs (Vi  OVi

r r Or r Or 00 Oa r Or \ 00 oo
(o om
00 156
, 10V; 10V50Vs  10Vi\ 10V, [10V5\°) 10V,
plr=———F"c+|— — = E+ll-0—=-(="]) |-
p Or rp Or da  p O« r or r or p Oa

10V30Vy  10Vs
rp Or da p O«

v (L 1OV [LOV: (10Va 10VA\ _ (10Vi 10Vi\] .
B ror pOp rdr \r or pdp r dr  pdp
10Vi  (LOV\") (10Vh 10Vi\  10Vs (19Vi 10V,
r or r Or rdr  pOp rdr \rdr padp

(Lo L1OVs
rdr  pdp

3+ 0(eY),

g3+ 0(e"),

e+ 0(eh), (3.12)

donde la prima (’) significa la derivada con respecto a la variable . Para utilizar
el método del promedio, escribamos el desarrollo de series de Taylor la funcién p

respecto de la variable ¢, asi p es:
€)= p(0) + #(0)c + 5 (0) + O, (313)
De para € = 0 tenemos que
p(0) = V2h — 2. (3.14)
Derivando con respecto a € tenemos:

V-
0 =p(0)p'(0) + Vz(rcos b, pcos(d + ) + ga_Y?»p/(

(0) cos(8 + a)+

0) cos(f + o)+
2eV,(rcos b, pcos(d + a)) + 52%,0'
3e*Vs(rcos B, pcos(f + a)) + eg%p’(O) cos(f + «),



3.1 Sistema hamiltoniano con potencial de grado cinco 51

evaluando en € = 0, resulta

_ Va(rcosf,v2h —r?cos(0 + o))

'(0) = . 3.15

Derivando una vez més (3.7) y evaluando en ¢ = 0 tenemos

2
1/ - = 2 o 2
p"(0) = 2h )P <V4(r cos, pcos(f+a)) (r* — 2h) — (V3(r cos 0, pcos(f+a))) )
(3.16)
Ast por (3.14)), (3.15)) ¥ (3.16) la funcion p tiene la forma
Vs(rcosf,pcos(f@+a)) 1, 5 3

g) =vV2h—1r2— e+ =p"(0)e” 4+ O(e”). 3.17
o) =/ o OF0E). (1)

Como V3 depende de las variables (r, 0, p, «), el desarrollo de Taylor de V3 alrededor
de e =0es
OVi(0) Dp  1OR(0) Dp o .
— = — O(e?).
o 0: T3 oz 9. TOE)
<~ <~
' (0) ' (0)

Escribiendo el desarrollo de Taylor de las derivadas parciales de V3 respecto de las

Vs = V3(0) +

variables r, 8, p y « alrededor de ¢ = 0 tenemos
oWy Oy Vs 10
or  Or  or 8pp 21 0r ap2’)

(0)e” + O(e),

8% _avza 82‘/3 / 1 83% / 2 3
o0 a0 " ana,” VT aiapae (0 +OED,
oy Vs PV 10

(0)e* +0(”),

dp  Op 8p2p( )84—5(%3/}

oy Vs PV, 1 OV

- / 2 3
Ja O« - 36! 8pp< e+ 2! 8a8p2p (0)” + O(e).

1
La funcién —— en desarrollo de Taylor alrededor de € = 0 es

p(e)
(S S C) DR VG (O B ()
RO ZON {p3<o> 22(0))  TOED
Asi
LoV 1 ovy {p/(@) Vs p(0)0Vi] _, | P(0) &V
p(e) 9p — p(0) Dp [ p(0) 9p>  p*(0) Op | 2p(0) 9p?

PPV | Vs (0200 O] s o
20) 9 ap (p3<o> 2pf2<o>> O,
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Por otro lado

L(0Ve 0Ve\ _1 (Vs OV J0) (Vs Pl

"\ 90 9a) r\ 80 a r \9po8  9poa )
lpl 0) (93‘/}, B 63‘/}, )
2 r \9p200 9p20a)°

1oVy L W\ _ (10Vs 1 OVs\ | p(0) Vs [ p'(0)3*Vs
ror  ple)op )  \ror p(0) dp r Odpor p(0) 0p?

O RO A FIORAs
p?(0) dp 2 r 0p?0r 2p(0) 0p3
P

/2(0) 82‘/}) avg p/2(0> B p//<0) 82
2(0) 92 " p ( P 2p’2(0)> )] '

Entonces sustituyendo estos desarrollos en la ecuacién (3.12)), obtenemos las dos
ecuaciones diferenciales siguientes

oo LB, L

LOVs (Vs V) _ o (Vs 0
ror \a0  oa) "YV\8p00  9poa

r \ 00 oo r
B (% B %) 2+1 0) Vs PVe\ 1PV PV
90 da P 9p00  dpda) 2\0p200 0p?da

1
G- - (Ge-2) |2 +oe,

ror \00 Oa 00 O

o/——l 8V3_ r 0V -
~ r\or p0) 9p

'(0) 0*V4 '(0) 9*V- '(0) OV 10Vs (10Vs 10V
+[_p() 3+(p<> IO 3)+ ( s )

r Opor p(0) Op? ~ p2(0) 9p ror \ror pop
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19Vy  10Vi\ | ,
(7’37” pﬁp)€+

19Vs (p'(0) Vs [p/(0)0*Vs  p'(0) OV3
r or r Opor p(0) 9p*  p2(0) 9p

(L o (L0 O\ (00 0 oY,
2007 0r" 20(0)  p20) ) 9" " \p0)  20%(0)) Bp
1OV (10VAV'\ (10Vs 10Vi\ 10V (10Vi 1V,
r or r Or r or p Op r Or \r Or p Op

(Lo L1OVs
ror  pdp

e* + 0(e"). (3.18)

El sistema ((3.18)) ahora esta en la forma estandar que permite utilizar el método del
promedio, es decir, el sistema (3.18]) tiene la forma

7’/ = F11€ + F21€2 -+ F31€3 + 0(84),
CY/ = F12€ + F22€2 -+ F32€3 + 0(84), (319)

que en su forma matricial es

' F F 2
T/ = Pler )2+ )2+ 0N,
0% F22 F22 F32
—— —— ——

F Fy F3

donde las funciones F1 = (FH,Flg), F2 = (Fgl, FQQ) y F3 = <F31,F32> Son

1 /0Vs OV
F11=——<—3——3)7

r \ 00 [oJe!
L ( oV
2o p(0)ap )

py = L[LOV (Vs OV o (OVs OV (OVi oV
205 ar \o0  aa ) PV \ 8000 9poa 90 9o )|’
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o |LOVs (10Vs 10VEY  (p(0) &°Vs  (p/(0)°Vs  p(0) OVs
7 0ror \ror  pop r Opor p(0) 9p*  p%(0) Op
(v 1w
ror pdp)|
1 02V 02V 1 [ 93V O3V 10V5 r0Vy 0OV,
Fy ==~ |p(0) 3 3+ 23_ 23 Lz 3( 4 4)
r dpdl  0Opoa 2\ 0p?200 0p? 0« r Or \ 06 oa
(% om
90  Oda ) |’
b [LOVA (P(0) Vs [p(0) Vs p(0) Vs
K P r Opor p(0) 9p*  p%(0) Op
(10 (120 0\ (R0 010 0%
2002 or" 2p(0)  p*(0) ) 0p® p*(0)  2p*(0)) 9p
L (19Vi 10V (10V 10V 10V (10, 10V,
r or r or rdr pOp rOr \r Or p Op

_ (1% _ 1%)
p Op

(3.20)

La funcién promedio asociada a (3.18]) viene dada por (f; + ef2) donde

1

filr,a) ==(fu, fr2) = o

2
/ (Fiut, F1a)db),
0

fa(r, @) :=(fa1, fa2)

1 2

:%0

0
{Dr,aFl(G,a,r)dH/ Fi(t,r,a)dt + F5(0,a,r)| db,
0

con D, ,Fi(0, a,r) la matriz Jacobiana de F; definida como:

oFy,
or

O0Fy
or

Dr,aFl (67 «, T) =

(9F11

Oa
0F1s

oo
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Observacién 3.1 Si la funcién f; no es idénticamente nula, entonces los ceros
f1 + fy corresponden a los ceros de f; para e suficientemente pequeno, en este
caso las soluciones periédicas del sistema son obtenidas a través del promedio
de primer orden. Si la funcién f; es idénticamente nula, y f; no lo es, entonces los
ceros de f1+¢fo corresponden a los ceros de fs, en este caso las soluciones periddicas

del sistema (3.3]) son obtenidas a través del promedio de segundo orden.

En [27] se estudian sistemas diferenciales donde se considera el método del promedio

de orden mayor a dos.

3.2. Promedio de primer y segundo orden

En esta seccion consideramos nuevamente el sistemas hamiltoniano asociado a la
funcién hamiltoniana dada en (3.2]). Se consideran varios casos donde la combinacién
en el grado del potencial puede determinar la utilizaciéon del método del promedio

de primer o segundo orden.

Proposicién 1 Si Vi(z,y) = ax® + bxy* + cy® con a, b, c pardmetros reales, V; = 0

y V5 =0, la funcién hamiltoniana es dada por

1 1
H= 5(::;2 + %) + §(pi +p2) + Va(,y). (3.21)

Entonces el método del promedio de segundo orden da informacién sobre soluciones
periddicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.21)).

Demostracién. Si Vi(x,y) = az® + bry® + cy?, entonces el sistema diferencial
asociado a (3.21]) en su forma estandar es

’I"/ = F11€ + F21€2 + O<€3>,
Oé, = F12€ + F22€2 + O<€3),

donde

Fiy =sin(6) (3ar® cos®(0) + b (2h — 1?) cos®(a + 6))

1
Fiy = —3cos*()ar + =b (3r* — 2h) cos(6) cos” (a + 0) + 3¢v/2h — 12 cos’® (a + 0).
r
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En este caso la funciéon promedio asociado a (3.21)) es f; + ¢ f, donde

1
o

fi(ra) /0 (i, Fin)df = (0,0),

y fa(r, o) = (fa1, f22) con
fa1 %bsin(a) (2h —1?) <5C\/m — 2r(a — 2b) COS(a)) ,
1

fao :% <45a2r2 + 6b((a — 2b) cos(2a) (r* — h) 5ecos(ar) (20

+ R
k=17

— 5hr? 4+ 2r*)) 4 36ab (h — r?) + b* (— (2h + 3r%)) + 45¢* (r* — 2h) )
Observe que el método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f; es

idénticamente nulo, por tanto las soluciones peridédicas son obtenidas via promedio

de segundo orden. O

Proposicién 2 Si Vs =0, Vy(z,y) = ax? +bx?y*+cy?, con a, b, ¢, pardmetros reales

y V5 =0, la funciéon Hamiltoniana es dada por

1 1
H = (@ + %) + (0 + 1)) + Va(w, ). (3.22)

Entonces el método del promedio de primer orden da informacién sobre soluciones
periédicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.22)).

Demostracién. Si Vj(z,y) = az* + bx?y® + cy?, entonces el sistema diferencial

asociado a (3.22) en su forma estdndar es

7= F21€2 + 0(63),
o= F22€2 + O(ES),

haciendo una reescalacion en el parametro ¢, se tiene

7' = Fye + O(e?),
o = Fye + 0(e?),

donde 7" = e7'7. En este caso la funcién promedio f; asociada a (3.22)) es no nula,

pues

filr, a) :%/0 7T(Fgl, Fy)do = (ibr sin(2a) (r* — 2h),
% (=3r*(a+ c) + beos(2) (r* — h) + 2b (r* — h) + 6ch) )
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Por tanto las soluciénes periddicas son obtenidas via promedio de primer orden.

Para mas detalles ver E. Lacomba y Llibre J. en [16]. a

Proposiciéon 3 Si V3 = 0y V; = 0, Vi(z,y) = ax® + bax3y? + caxy? con a,b,c,

parametros reales, la funcion hamiltoniana es dada por

1 1
H = 5@+ ") + 5% +py) + V(@ y). (3.23)

Entonces el método del promedio de segundo orden da informacién sobre soluciones
periddicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.23)).

Demostracién. Si Vi(x,y) = ax® + bxy? + cxy®, entonces el sistema diferencial
(3.18]) en su forma estandar es

= Fye® 4+ 0(eh),

= F3253 + 0(54),

haciendo una reescalacion en el parametro ¢, se tiene

7' = F31e + Fue? + 0(e?),
o = Fipe + Fpoe® + O(&%), (3.24)

donde 1’ = 7?7, y
F3; =sin(6) <5ar4 cos*(0) — 3br® (r* — 2h) cos*(6) cos”(a + 0)
+e(r*— 2h)* cos (o + 0)),
F3y = — 5ar® cos®(0) + br (5r° — 6h) cos®(6) cos®(a + 6)

1
+ =c (—4h* + 12hr* — 5r*) cos() cos* (a + 6).
,

Observe que la funcién promedio asociado a (3.23)) es f; +¢f, donde f; es nula, pues

1

" or

fl(T‘, a) /O W(Fgl,Fgg)dg = (O, 0),

y fa(r,a) # 0. Por tanto el promedio de primer orden no se puede aplicar, luego las
soluciones periodicas son obtenidas via promedio de segundo orden. Los detalles de

este calculo pueden ser vistos en el capitulo 4 de esta tesis. O
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Observacién 3.2 El sistema diferencial (3.19)) generaliza el sistema (3.24]), es decir
el sistema (3.19) contiene al sistema hamiltoniano estudiado por Alberto Castro
Ortega en [2].

Proposicién 4 Si Vs(x,y) = ax® +bxy*+cy?, Vi(z,y) = det +ex®y* + fyt y Vs =0

con a,b,c,d, e, f, parametros reales, la funcién Hamiltoniana es dada por

1 1
H= 5(362 + %) + 5(193; +p2) + Va(z,y) + Vi(z,y). (3.25)

Entonces el método del promedio de segundo orden da informacién sobre soluciones
periédicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.25)).

Demostracién. Si Vi(z,y) = az® + bay? + cy®, y Vi(z,y) = dz* + ex®y? + fy?,
entonces el sistema diferencial asociado a (3.25)) en su forma estandar es

7”/ = F11€ + F21€2 + O(€3>,

Oé/ = F12€ + F2282 + O<€3),

donde
Fiy =sin(6) (3ar? cos®(0) + b (2h — 1?) cos*(a + 0))
1
Fiy = —3cos®()ar + =b (3r* — 2h) cos(6) cos®(a + 0) + 3cv/2h — 12 cos® (a + 0).
r

En este caso la funcién promedio asociado a (3.25)) es f; + € f> donde

fir o) = o /0 (i, Fio)dd = (0,0).

2

y fa(r, @) = (fa1, f22) con
f2 :i sin(a) (2h — 1?) (51)6\/ 2h —r? — 2rcos(a)(b(a — 2b) + e)) :

1
fao :E< —3r? (—15a® + 12ab + b* — 15¢* + 6d — 4e + 6 f) — 2h(—18ab + b* + 45¢”
1

+ Ge — 18f> + 6COS(2a) (7‘2 - h) (b(a - Qb) + 6) + W

30bc cos(a)
(202 = 5ha? + 2r%) ).

Note que f; = 0. Por tanto el método del promedio de primer orden no se puede
aplicar, luego las soluciones periddicas son obtenidas via promedio de segundo

orden. O
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Proposicién 5 Si Vi = 0, Vi(z,y) = ax* +bz’y* + cy*, v Vs(z,y) = da® + exdy? +

fay* con a,b,c,d, e, f, pardmetros reales, la funcién Hamiltoniana es dada por

1 1
H = 5(1’2 + %) + g(pi + 1) + Vi(z,y) + Vs(z,y). (3.26)

Entonces el método del promedio de primer orden da informacion sobre soluciones
periédicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.26)).

Demostracién. Si V(z,y) = az? + bx?y?® + cy*, v Vs(x,y) = d2® + exy® + fay?,
el sistema diferencial (3.18) en su forma estandar es

r = F21€2 -+ F3183 —+ O<€4),
&= F22€2 + F32€3 + 0(64),

haciendo una reescalacion en el parametro €, se tiene

T’/ = F215 + F21€2 + 0(53),
Oé/ = F22€ + F22€2 + O<€3),

donde 7' =71

Ty
Fy = 2rsin(f) cos(0) (2ar? cos®(0) + b (2h — 1?) cos®(a + 0))
Fay = —4 (ar® cos*(6) + b (h — 1?) cos®(0) cos®(a + 0) + ¢ (r* — 2h) cos* (o + ) .

Observe que la funcién promedio f; asociado a (3.26]) es no nula, pues

Fulr a) =— / " (Fyp, Fyp)d = (0,0).
0

T om

Por tanto las soluciones periddicas son obtenidas via promedio de primer orden
como en la proposicion [2 ya que las soluciones obtenidas del sistema hamiltoniano
asociado a ((3.26)) sélo dependen de los parametros a, b, c. O

Proposicién 6 SiVi(z,y) = ax3+bry*+cy?, Vi = 0y Vs(z,y) = d 2°+exdy?*+ fay?,

con a,b,c,d, e, f, parametros reales, la funcién hamiltoniana es dada por

1 1
H= §(x2 + %) + 5(192 +p2) + Va(z,y) + Vi(z,y). (3.27)

Entonces el método del promedio de segundo orden da informacién sobre soluciones
periddicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.27)).
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Demostracién. Si Vi(z,y) = az® + bay? +cy® y Vs(z,y) = d2® + ex®y® + fay?, el
sistema diferencial (3.27) en su forma estdndar es

7”/ = F11€ + F21€2 + O(€3>,
Oé/ = F12€ + F22€2 + O(&Ts),

donde
Fiy =sin(6) (3ar® cos®(0) + b (2h — 1?) cos®(a + 6))
1
Fiy = —3cos®()ar + b (3r* — 2h) cos(6) cos®(a + 0) + 3cv/2h — 12 cos® (a + 0).
r

En este caso la funcién promedio asociado a (3.27) es f1 + ¢ f> donde

1
o

f1<7n7 a)

y fa(r, &) = (fa1, f22) con
a1 Zibsin(a) (2h - 7"2) <5C\/m — 2r(a — 2b) cos(a)) ,

1

2
/ (Fll,F12)d9 — (O, O)
0

1
fo2 -1 (45a2r2 + 6b((a — 2b) cos(2a) (r* — h) + W% cos(a)(2h?

— 5hr? 4+ 2r*)) 4 36ab (h — r?) + b* (— (2h + 3r%)) + 45¢* (r* — 2h) )

Observe que el método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f; es
idénticamente nulo, por tanto las soluciones periddicas son obtenidas via promedio

de segundo orden. O
Proposicién 7 Si Vi(z,y) = ax® + bxy® + cy®, Vi(z,y) = da* + ex®y® + fyt, y

Vs(z,y) = gad+kady* +may?, cona, b, c,d, e, f, g, k, m, pardmetros reales, la funcién

Hamiltoniana es dada por

1 1
H= 5(562 + %) + 5(}?3; +p2) 4 Va(z,y) + Val(z, y) + Vs(z,y). (3.28)

Entonces el método del promedio de segundo orden da informacién sobre soluciones
periddicas del sistema hamiltoniano asociado a (3.28)).

Demostracién. Si Vs(z,y) = az® + bay? + cy®, Vi(z,y) = da* + ex®y® + fy', y
Vs(z,y) = ga® + kady? + may?, el sistema diferencial (3.18)) en su forma estandar es

T'/ = FHE —+ F2182 + O(Eg),
CY/ = F12€ + F22€2 + 0(83),
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donde

Fiy =sin(6) (3ar? cos®(0) + b (2h — 1?) cos*(a + 0))

1
Fiy = — 3cos®()ar + =b (3r* — 2h) cos(6) cos®(a + 0) + 3cv/2h — 2 cos® (a + 0).
r

Note que la funcién promedio asociado a (3.27)) es f; + £f2 donde

1

2
L / (Fu1, Fi2)d6 = (0,0),
0

f1<7", Oé) = ot

y fa(r, o) = (fa1, f22) con
fo =lbsm<a> (24— 1%) (5ev/BH =77 — 2r(a — 20)cos(a))

far = (45a2r2 + 6b((a — 2b) cos(2a) (r* — h) + —=—==5ccos(a)(2h"

v
= 5hr® - 20")) + 36ab (h — 7%) + 07 (= (2h+ 3r2)) + 4562 (12 = 2h) ).

Como f; es idénticamente nulo, el método del promedio de primer orden no se puede
aplicar. Por tanto las soluciones periédicas son obtenidas via promedio de segundo

orden como en la proposicién [I} O
PROBLEMA

Las propociciones 1,2, 3,4, 5,6, 7 siguen siendo validas si los potenciales V3, Vy v V;

de grado 3,4 y 5 son polinomios homogéneos conteniendo todos los coeficientes.
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Capitulo 4

Sistema Hamiltoniano con

potencial de grado seis

En el presente capitulo se consideran sistemas hamiltonianos con 2 grados de
libertad y potencial polinomial de grado cinco y seis donde la funcién hamiltoniana
H es

1
H=(*+y*) +5 (07 +p;) +eVsla,y) +Vo(z,y), (4.1)

2

y las funciones Vs(x,y) v Vs(x,y) son polinomios homogéneos de grados cinco y seis

N | —

respectivamente en las coordenadas (z,y). Como se mostré en el capitulo anterior
la presencia del término V5 implica la determinacién de soluciones periddicas via
la aplicaciéon del método del promedio de segundo orden, por tanto el proposito
principal de este capitulo es el estudio de la existencia de soluciones periddicas y su

tipo de estabilidad para el sistema hamiltoniano asociada a la funcion H.

4.1. Forma estandar para el promedio de orden 2

El sistema diferencial hamiltoniano asociado al hamiltoniano H dado en (4.1)) es:

a%($7y> 20‘/6(37,];)

l‘):pxa p'x:—x—e——s—,

ox ox
. . 85(3:7?/) 2a 6(x7y)
_ _ oy my)  ,0Velwy) 4.2
Y = Dy, Dy y— ¢ 9y 3 9y (4.2)

Con el proposito de utilizar el método del promedio, la periodicidad del sistema

(4.2) es un requisito basico para determinar soluciones periddicas via el método del

63
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promedio. Para eso introduzcamos el cambio de variable en coordenadas polares

(r,p,0,a) en IR* de la siguiente manera
r=rcos, y=pcos(d +a), p, =rsinb, p, = psin(d + «), (4.3)

definidos para r > 0 y p > 0. La integral primera en las nuevas coordenadas para

cada valor fijo h de H, es

h== (r*+4p°) +eVs(rcost, pcos(d + o)) + e Vg(rcosd, pcos(f + a)).  (4.4)

| —

Derivando y usando las expresiones dados en (4.2) se tiene

7= —esin 0—6‘/5(% v _ e?sin 0—8‘/6(93, y)’
Ox Ox
f—_1_ ECOSQ OVs(z,y) 52008(98‘/6(1', y))
T Ox r Ox
OVs(x, y) OVs(x,y)

p = —esin(f + «a) —e?sin(f + a)

oy oy

. cos @ OVs(x,y)  cos(d + «) OVs(z,y) o [ cos 8 OVs(x,y)
a=c¢ — +ef| ————
r ox p dy r ox

(4.5)

cos(f + a) V(. y)
p dy ’

donde las derivadas parciales de los polinomios de V5 = Vi(z,y) y Vs = Vs(x, y) son

evaluadas en el punto (r cosf, pcos(6+«)), y usando la regla de la cadena el sistema

(4.5)) se reescribe como

, 1(av5 av5> 21(8‘/6 8V6)
rzs; - — = +€; - =,

00 Oa 00 oo
B 10V, ,10V
f=—1- ror  Cror
ERCIANAT
P= p O p Oa’

oo (105 1R (1510 (o)
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A partir de ahora tomamos la variable 6 como la variable independiente del sistema
en lugar de t y obtenemos
Vs 0V , (OVs OV
el =2 — )+ 5 — =
dr 00 O 00 Oa (47
i V0% ' 7)

hii) 2276
r+€6r +ée o

Con el fin de escribir la parte derecha de la ecuacién (4.7)) en su desarrollo de serie

de Taylor alrededor de £ = 0. Consideremos la funcién

1

fle) = 14+ a1e + ase?’
donde a; = l%, as = 1%, se tiene
r or r or
fle) = ! 1 —ae (@ — an)? + O()
1+ a1 + axe? ! ! 2 '
Por tanto
B 1 L 10Vs 10Va\° 19Ve\ 5
J& ) =—gr —1ov; ' ((FW) s ) TOED
l+e-—2 +e2-—2
r or r or
Luego
, L [oVs 0V 1[10Vs [0V  OVs oV IV 9 3
= ;(W a—a>”;{m <39 aa) (W a—aﬂé‘ +OE).
Adema&s como
LoV | 100
dp p O p O
do 10Vs 1OVs’
1Y 22776
+ r or r or
asi
, 10Vs 1 OVs0Vs  10Vs\ , 5
P= p8r€+<?"p67" O p@a)€+0(€)'
También
do ror  pJdp rdr  pOp
do 10V; 10Vg ’
1Y 22YY6
+€r or r or
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luego

f__(1oVs _19Vs 10Vs (10Vs 1OVs) (10Ve 10V6\\ o .3
“= <r8r p8p>5+<rar <7“87“ p@p) <7“87“ p@p))ejLO(e)'
Asi tenemos el sistema [4.6, en desarrollo de series de Taylor escrito como:

1 /oVs OVs 1 (10Vs (OV5s OVs oV OV 9 3
/___ T 9 - - _ _ - 7%
" r(89 0a)€+r(rar<89 8a) (89 004))5_'—0(6)’
;. 10V; <16V58V5 10Vg

___-9% 2 _ L 2 3
r= ,087“&T rp Or O« pf)a)€+0(6)’

B rdr  pdp rOr \r dOr pOp rdr  pOp

+ O(e%), (4.8)

donde la prima (’) significa la derivada con respecto a la variable #. Usando nueva-

mente el desarrollo en series de Taylor, escribimos la funcién p respecto de la variable
e. Asi

p(e) = p(0) + p'(0)e + O(e?). (4.9)

De (4.4) para € = 0 tenemos que:
p(0) = v2h — 12, (4.10)

derivando (4.4) con respecto a ¢,

0 =p(0)p'(0) + V5(rcosf, pcos(d + a)) + 6%/}’(0) cos(f + o)+

2eVi(r cosf, pcos(d + a)) + 62%/)/(0) cos( + )

evaluando en € = 0, obtenemos que

_ Vs(rcosf, v2h — 12 cos(0 + )

'(0) = . 4.11
P Vah 1
Luego por (4.9), (4.10) y (4.11) la funcién p tiene la forma
5h — 12
p(e) = Vah =17 — Vs(rcos@,v/2h —r COS(9+Q))5+O(52), (4.12)

V2h — r?
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Como V5 depende de las variables (r,6, p, ), es decir V5(r,0, p,«), las derivadas
parciales de Vj respecto de las variables r, 6, p y a en series de Taylor alrededor de
e =0 son:

Vs Vs Vs )
or  Or + 8r8pp (0)e +0(e%),

Vs Vs Vs,

2
o0 a0 Tagg,” VT OE),

Vs Vs 0%Vs 2
= 0 O
8,0 ap + 8,02 p ( )8 + (5 )7

Vs Vs Vs
Ja  Oa  Oadp

(0)e +0(e?).

1
La funcién ﬂ en desarrollo de Taylor alrededor de € = 0 es
p(e

R
00 o0 o) o)

y tenemos que

1 0Vs 1 Vs {ﬂ’(o)(?QVs p'(0) Vs

p(=) 9p  p(0) 9p " p(0) 9p*  p*(0) Op

Por otro lado

L(oVs 0vs\ _1
r \ 00 oo ) r

Vs Vs n p'0) (Vs Vs -
00  Oa r \9pdd Ipda)

1OVs 1 0Vs\ _(1oVs 1 Vs  [p(0) PVs  (p(0) Vs
ror  ple)op ) \ror p(0) dp r Opor p(0) Op?

70 3|



68

Entonces sustituyendo las expresiones en la ecuacion (4.8]), obtenemos las dos ecua-

ciones diferenciales siguientes

, 1 /oVs OVj 10Vs (0Vs  OVs , 0?Vs 0?Vs
g (O 9V L S 9B ) (22—
r \ 00 Oa r|r dr \ 00 oo opdl  Opoa
Vs Ve\la . o0
(89 804)]8 +0(e”),

, 1 (8‘/5 r 81/5) [18‘/5 (181/5 18%) 0'(0) 9°V;
o =—- €+ -

or p(0) dp ror \ror pop " opor
'(0) 9*Vs p'(0) OVs B 1% B 1% ) ,
i <p(0) op? * p2(0) dp ror pop)l|° + 0(e”). (4.13)

Asi el sistema ([4.13]) estd ahora en la forma estandar, es decir, el sistema (4.13) tiene
la forma

’I"/ = F118 + F21€2 + 0(83),

o = Fige + Fpe® + O(&%), (4.14)

que en su forma matricial es

! F; F
T e P e e oI
o Fio Fa
S—— S——

Fy Fy

donde las funciones F| = (Fyy, Fi2) y Fy = (Fa1, Fy) son

1
Fam (22

00 oo
o _1 aVs T Vs
27w \ar o p(0) ap

gy L1V (Ve OVe\ (Vs BN (0% oV
27005 ar \a0  aa ) PV N\ 8,00 9paa 90 9o )|
0) OVs ( ’(0>82v5 _ 70 6%) L Lovs (18% _16%)

- p(0) 0 p?(0) dp ror \ror pop

[ r OpOr
10Vs  10Vs
(75 53] 1
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La funcién promedio asociada al sistema (4.13]) viene dada por (f; + €f2) donde

1

2T
A(r0) = fi) = 5 [ R0,

fa(r, @) :=(fa1, fa2)

1 2

0
{DmFl(r,a,G)dG/ Fi(t,r,a)dt + Fy(r,a,0)| do (4.16)
0

con D, Fi(0, a,r) la matriz Jacobiana de Fi, que es:

OF  0Fy
0 0
Dr,anl<7n7a79) = 8; a;
12 12
or Oa

Observacién 4.1 La importancia de tener el sistema original (4.14]) con las condi-
ciones (4.15)), es que el método del promedio de segundo orden permite detectar

soluciones periddicas del sistema original.

4.2. Sistema Hamiltoniano con potencial cinco

En esta seccién generalizaremos los resultados obtenidos por Ortega en , para
un sistema Hamiltoniano con potencial homogéneo de grado cinco, para ello consi-

deremos la funciéon polinomial H de grado cinco:
1

1 A 1
H = §(I2 +°) + 5(203« +p2) + gw‘r’ + Ba’y® + gmeA‘, (4.17)

con x,y, Pz, py € R. Notemos que el Hamiltoniano (4.17)) depende de los pardmetros
reales A, By F.

Observacién 4.2 Para F' =0, la funcién Hamiltoniana (4.17)) se reduce a

1 1 A
H = 5@ +y°) + 50 +p)) + 2" + Ba'y, (4.18)

donde A y B son parametros reales. Este es el sistema estudiado por Alberto Castro
Ortega en [2].
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El sistema diferencial hamiltoniano asociado al hamiltoniano (4.17)) es

T = Pz,
y= Py,
F
pe = —x — Ax* — 3B2*y* — —y*, (4.19)

5
: 3 4 3
Dy = —y — 2Bx y—ngy :
El objetivo principal es determinar analiticamente soluciones peridédicas del sistema
hamiltoniano (4.19)). Para hacer este estudio usamos el método del promedio de
segundo orden. Recordemos que el método del promedio convierte el problema de

encontrar soluciones periédicas de un sistema diferencial en la bisqueda de ceros de

algunas funciones llamadas funciones promedio.

4.2.1. Meétodo del promedio de segundo orden

Para aplicar el método del promedio necesitamos introducir un parametro real
positivo en el sistema (4.19)) y consideremos como en la seccién |4.1|el cambio de coor-
denadas (,y, ps, py) por (X,Y,px,py) donde x = /eX, y = Y, p, = J/epx,

y py = +/epy, con € un pequeno pardmetro real positivo que es £2/3 simpléctico.
Asi tenemos el sistema (4.19)) en la forma
X =px,
Y = by,
. 4 a2, Foa
px = —X —e¢ | AX® +3BX?Y —|—€Y ,
: 3 4 3
py = —Y —e | 2BX Y—I—EFXY . (4.20)
Este sistema nuevamente es Hamiltoniano con la funcién Hamiltoniana
1 1 A 1
K= 5()(2 +Y?) + §(p§( +py)+e <€X5 + BX3Y? + SFXY“) : (4.21)

La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.20)) es nece-
sario para aplicar el método del promedio, por lo que hacemos el cambio de variables
por (X,Y,px,py) — (r,0,p,a) € RT x S' x R" x S! definida por

X =rcosl, Y =pcos(d +a), px =rsinf, py = psin(d + «a),
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parar > 0y p > 0. El nivel de energia h de H en coordenadas polares es:

1 1
h =5 + p*) + 22 (Ar® cos’(6) + 5Bp*r* cos”(9) cos? (a + 6)

+ Fp*rcos(0) cos* (o + 9)), (4.22)
y las nuevas ecuaciones de movimiento son dados por:

T :%é‘( — Ar®sin(0) cos*(0) — 3Br®(2h — r?) sin(f) cos?(#) cos? (o + 0)

1
- SFT(Zh —7%)?sin(6) cos* (o + 0)),

: 1 1
0=—1- —5(/17“4 cos®(0) + 3Br*(2h — r?) cos® () cos* (a + 0) + EF(Qh —r?)?
r

cos(0) cos* (ar + 9)) :

_ 1

P = a2
4

— —Fr(2h — r*)*cos() sin(a + 0) cos®(a + 9)),

5( — 2Br3(2h — %) cos®() sin(a + 6) cos(a + )

5)
1 1
Q :;5<Ar4 cos”(0) — —WQBTS\/Qh — 12 cos®(#) cos?(a + 0)

+ %FT (2h — 7"2)3/2 cos() cos*(a + 0) + 3Br?(2h — r?) cos®(0) cos®(a + 6)
1
+ 5F(2h — %2 cos(f) cos* (a + 9)) (4.23)

A partir de ahora tomaremos la variable # como la nueva variable independiente del

sistema en lugar de t y obtenemos el sistema diferencial

r'_%esin(e) (5A7"4 cos'(0) — 15Br*(r* — 2h)cos?(0) cos*(a + 0) + F(r? —

2h)? cos*(a + 0)) — %52(8111(9)cos(Q)(SAr4cos4(9) — 15Br?(r?
r

2h) cos?(0) cos?(a + ) + F(r? — 2h)* cos* (o + 9))2> + O(e%),
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1
0 :1—07’5\/2h—r2005(9)sin(2(a + 0))<5BT2005(29) + bBr* + F(4h —
1
2r?) cos(2(a + 0)) + 4Fh — 2Fr2> — %52 <\/2h—7“2 cos(0) sin(2(a +
0))(5Br*cos(20) + 5Br* + F(4h — 2r?)cos(2(a + 0)) + 4Fh —
2Fr?)(5Art cos®(0) — 15Br?(r? — 2h)cos®(0) cos?(a + 0) + F(r* —

2h)? cos(f) cos* (o + 9))) + 0(e%),

o =¢ (— Ar3 cos®(0)+ Br(r(3r+2)—6h) cos®(6) cos*(a+60) — %F(r2 —2h)(r(r+

4) — 2h) cos(f) cos* (o + 9)) + 251r2 g cos(0) (5147“4 cos'(0) — 15Br*(r? —

2h) cos?(6) cos®(a+0)+ F(r? —2h)? cos*(a+0)) (5Ar* cos*(6) —5Br?(r(3r+
2) —6h) cos?(0) cos®(a+0) + F(r? —2h)(r(r +4) — 2h) cos*(a + «9)) +0(%),
(4.24)

donde la prima (') nuevamente significa la derivada con respecto a la variable . Es
facil ver que el nuevo sistema (4.24)) es 27 periédico en la variable 6. Para aplicar el
método del promedio, vamos a restringir este sistema a cada nivel de energia K = h

con h > 0 y resolvemos la ecuacion (4.22) para p en ¢ = 0. Asi
p=2h—r2 (4.25)

Sustituyendo p en el sistema obtenemos el siguiente sistema diferencial

7! —<% sin(6) <5A7’4 cos*(0) — 15Br* (r? — 2h) cos®(0) cos* (o + ) + F (r* — 2h)2
cos* (o + 9)))5 + < - % sin(6) cos(#) (25/127"8 cos®(0) 4 r*(r* — 2h) cos* ()
cos*(a + 0)(—=20AFh + 6 AFr* + 7T5B2(r* — 6h)) + 60ABr°(5h — 2r*) cos®(0)
cos’(a+ 0) + 20BFr*(r* — 2h)*(3h + r?) cos*(0) cos® (o + 0) + F?(2h — r?)?
(2h -+ 31%) cos(a +6)) )2 + O(Y),

o :< — Ar® cos®(8) + Br (5r* — 6h) cos®(0) cos® (o + 6) — %F (r* —2h) (5r* — 2h)

cos(8) cos*(a + 0))6 + (25A2r8 c0s'?(0) + 7 cos®(6) cos*(a + 0)(2AF (20h?

1
25712
— 36hr? + 9rt) + 225B%(r® — 2h)?) + 10ABr°(30h — 17r%) cos®() cos*(a + )
— 10BFr?(r* — 2h)(12h* — 16hr* + r*) cos*(0) cos® (a + 0) + F2(r* — 2h)?
(4h? — 4hr® — Tr*) cos?(0) cos® (a + 9))52 +O(?).

(4.26)
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El sistema diferencial (4.26]) estd en la forma estdndar, por tanto podemos aplicar

el método del promedio. Notar que el sistema (4.26)) tiene la forma general

7”/ = F11€ + F21€2 + O<€3),
Oé/ = F12€ -+ F2282 —+ O(Eg), (427)

donde las funciones F| = (Fyy, Fio) y Fy = (Fa1, Fy) son

Fy :é sin(6) (5A7’4 cos*(0) — 15Br? (r* — 2h) cos®(0) cos*(a + 0)
+F(r* - 2h)2 cos*(a + 9)),

Fiy = — Ar®cos®(0) + Br (5r* — 6h) cos®(6) cos®(a + )

— %F (r* — 2h) (5r* — 2h) cos(f) cos* (o + 6),

1
Fy = — 35 sin(6) cos(0) (25A2r8 cos®(0) + r*(r* — 2h) cos* () cos* (o + 0)(—20AFh
r

+6AFr* + 75B*(r* — 6h)) + 60ABr°(5h — 2r?) cos®(6) cos*(a + 0) + 20BFr?
(r* — 2h)%(3h + 1%) cos?() cos®(a + 0) + F*(2h — 12)*(2h + 3r?) cos®(a + 9)),
1

2572
+ 225B%(r? — 2h)?) + 10ABr°(30h — 17r%) cos®() cos*(a + 0) — 10BFr?

(r? — 2R)(12h? — 16hr* + r*) cos* () cos®(a + 0) + F*(r? — 2h)?
(4h* — 4hr? — Tr*) cos?(0) cos®(ar + 9)) (4.28)

Fyy = (25A2r8 c0s'%(6) + r* cos®(6) cos* (a + ) (2AF (20h* — 36hr? + 9r?)

Observe que la funcién promedio de primer orden es nula, pues

f1<7“, Oé) = /O W(Fn,FlQ)dQ = (0,0),

asi las soluciones periddicas del sistema (4.20)) seran determinadas a través del méto-

do del promedio de segundo orden. La funciéon promedio de segundo orden f, es

1 2
— / (Do F1 (0, a,7)d0y (0,7, ) + F5(0, o, )] dB, (4.29)
0

fo(r,a) :== 5

donde

0
91(977”, 04) yn,ylz / F1 t,r, 04
0

0 0
</ F11 t T, Oé dt / F12<t,7", Oé)dt)
0 0
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Las dos componentes del vector y; son

= foe Fii(t,r, a)dt

Y11 L (60 sin” (&) <3(7‘4(5A — 10B + F) — 4hr*(F — 5B) + 4Fh?) +
r2(2cos(0)(7TAr* + 20Bh — 10Br?) + 2 cos(20)(4Ar? + 10Bh — 5Br?) +
Ar?(2cos(36) + cos(49)))) — 40sin(2a)(2h — 72) sin®(0)(9Br? cos(20) +
21 Br?+4Fh—2F7r?)+cos(2a)(2h—r?)(—5 cos(30) (15 Br?+8 Fh—4Fr?)+
40r2(3B+F)—45B1r? cos(50)+16 F sin(2a) (r?—2h) sin®(0) (3 cos(20)+2) +
60F (2h —1?) cos(0) —80Fh) + F cos(4a)(r? —2h)%(5 cos(360) — 3 cos(50) —
2),

Y19 = f00 Fiy(t,r,a)dt

12 == T500- <5Ar4(25(6 sin(f) + sin(360)) + 3sin(50)) + 30Bhr?*(15sin(2a +
30) + 3sin(2a + 560) + 6 sin(2) (5 cos(0) — 8) + 30(2 cos(2a)) + 3) sin(f) +
10sin(36)) — 25Br*(15 sin(2a + 360) + 3 sin(2a + 50) + 6 sin(2a) (5 cos(#) —
8)+30(2 cos(2a)+3) sin(6)+10sin(36)) +4 Fh*(60 sin(2a+6)+20 sin(2a+
30) +5sin(4a + 30) + 3 sin(4a + 56) — 80 sin(2a) — 8 sin(4ar) +90sin(f)) —
12F hr? (60 sin(2a+ 6) + 20 sin(2a.+ 30) + 5 sin(4a + 30) 4+ 3 sin(4da + 56) —
80 sin(2cr) — 8 sin(4a) +90 sin(6)) +5Fr* (60 sin(2a+0) + 20 sin(2c+ 30) +
5sin(4a + 36) + 3sin(4a + 50) — 80sin(2a) — 8sin(4a) + 90 sin(@))) .

Calculando la funcién fo = (fo1, f22) a partir de la expresion (4.29) obtenemos

487“00(7“2 _ 2h)<r281n(4a)(r2 _ 2h)(67532 . QF(A i 403)) B

sin(2a) (1 (735AB + 80AF — 7508 — 685BF + 168F2) + dhr*(—8F(5A+
21F) + 90082 + 269BF) + 84Fh2(TB + 8F))),

for =

foo :ﬁ(g (5r6(315A2 + 20A(9F — 70B) + 850B% + 200BF — TTF?) +
12122 (F(150A — 161F) + 1175B% — 300BF) + 6hr(—150F(3A + B) +
253(70A—1133)+273F2)+56Fh3(503+7F)) +5cos(20) (3hr4 (735 AB+
160AF — 255082 — 1223BF + 504F2) — 275(735AB + 80AF — T50B2 —
685BF + 168F?) + 4h2r*(—8F(10A + 63F) + 180082 + 391BF) +

S4F W3 (TB +8F)) + 512 cos(4a) (2h% — 3hr? +r4) (67582 — 2F (A + 403)) .

(4.30)
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El propdsito ahora, es encontrar regiones en términos de los parametros A, B,
F y el nivel de energia H = h, donde se puede garantizar existencia de soluciones

periddicas, més precisamente, sean los siguientes conjuntos

I'={y:y=(h,A B,F)cR"Y

T={M:M=(r,a) e R" x S*}.

Consideremos fo : T x I' — IR? definido por fo(y, M) = (far(M), faa(M)).
Denotemos por J f(M), como el determinante de la matriz Jacobiana asociada a fo

y donde f51 v foe son dadas por las ecuaciones:
fﬂi(n (I) = 07 para L= 1a 2. (431)

El objetivo principal es encontrar dos regiones Ri, Ry C I' con Ry N Ry # & tales

que se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Para cada y € R4, existe un inico punto M* = (r*,a*) € T tal que fo (M*) =

(ii) Para cada v € Ry NRy se cumple que J f(M*) # 0.

En la tesis se hace el analisis riguroso en el caso en que Ry NRy # R;. Podemos
evidenciar casos en el que Ry MRy = Ry, es decir, la regiéon de no degenerancia
(donde J f(M*) # 0) es gantizada por la regién de ceros para los cuales fo; (M*) =0
y fae(M*) = 0. Este tipo de regién no siempre es posible, pero dependiendo de la

forma de los ceros a encontrar, se comportan las regiones de degenerancia.

Antes de enunciar los resultados de esta seccion, consideremos las notaciones

siguientes en relacién con los parametros A, B y F':
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L. :(4F(4F — 5A) + 22582 — S0BF)(40F4(T01A% — 3854AB + 5070B%) +
BOF3(6324% — 3462428 + 4825AB2 + 20708%) + 125F2(SA* — 8404°B —
802422 + 11343AB% — 14875B%) + 1875 BF(—4A* + 14A%B + TT4A2B? —
1804AB% + 5455%) + 843758325 — A)(A + 3B)(10B — A) + 256 (564 —
185B) + 3072F6>.

Ly =\/(4F(4F — 5A) + 22587 — S0BF) (2240F5(33A2 — 205AB + 595B?) +
400F*(1094% — 1645A%B + 6254 AB? — 55858%) + 500F3(200A* — 16A4°B +
T54A2B? — 92AB3 — 12645B%) — 28125B2F(SA* — 64A°B — 5T8A2B? +
T96AB® + 1185B%) + 625F2(16A4° — 112448 — 3984A°B? + 3616A2B% —
3979A B4 +346655°) + 1265625 B4 (2B — A)(A+3B)(10B— A)+512F6(97A—
430B) + 12288F7).

Ly = <5F(4A2 +28AB — TTB?) — 225B2(A + 3B) + 12F2(TA — AB))(4F*(4A% +
AB + AB?) + 5BF(4A% — 20AB + 7B?) — 225AB3>.

Ly = 94547 — 2730AB + 693AF + 1725B% — 850BF + 105F2.

Ls = (6825AB — 3490AF — 75758 + 5615BF — 882F2)h.

Lo = (3490AF + 652582 — 9T10BF + 2142F)h?,

L, :2519897651712h9< — 125F%(38316A% — 18388AB + 34103B%) +
46875B3(101B — 91A)(10042 — O1AB + TB?) + 625F%(—879484% +
110376A2B — 24133AB2 + 27791B%) — 1875F2(T0204A" — 1923644°B +
75471A2B? + 37310AB® + 9330B%) — 3125BF(—655204* + 392714 +
17853342 B? — 156765AB% + 116838*) + 140F°(349A + 3124B) — 18816F6) .

L :2519897651712h9( — 125F*(38316A% — 18388AB + 34103B% +
46875B3(101B — 91A)(100A% — 91AB + 7B?) + 625F3(—8794843 +
110376 A2B — 24133AB? + 27791B%) — 1875F2(70204A* — 192364A°B +
T5471A%2B? + 37310AB° + 9330B*) — 3125 BF(—65520A* 4 39271A4°B +
178533 A2 B2 —156765AB3+11683B*)+140F°(349A+3124B) — 18816F6> +
V4 (30LyLe — 9L2)3 + L2.

2
I 183/2L2 — 6/LgLs — 60+/2L,Lg + </4L3
’ 900L2 /L2 '
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Ademas para el nivel de energia positivo H = h consideremos los siguientes conjun-

tos:
, |50B+7F| 5
1 — 3. |22 e 2 2 2
Ol = {(A,B,F) cR?: ' S TiE ’ < 5, (TB+8F)F(258° — 4F?) ¢o}
0A% — 10AB — 4B2| 1

2 _ 3. =
QABF_{<A7B7F)€]R ' B(7A + 10B) <5 B(TA+10B) #0,

(A—2B)(9A — 2B)(2A — B)(2A + B) # o}

(5B + 2F)

Yipr = {(A, B,F)eR’: 0,(5A — 5B — 3F)(2A + B)L; # o}

“5A+ 5B 1 3F
(VAF(F =5A4) + 22557 — SOBF + 155 — 6F )
(A— 5B+ F)

(AF(AF — 5A) + 225B% — 80BF) > 0,(A — 5B + F) (Ly + Ly) # o}

O = {(A,B,F) eR®: <0,

(VAF(F =5A4) + 22557 — SOBF — 155 + 6F )
(A—5B + F)
(A=5B+F) (L — Ly) # 0, (4F(4F — 54) + 2255 — S0BF) > 0}

>0

OV = {(A,B,F) eR®:

18v/2L% — 6/LgLs — 603/2L4L¢ + 3/4L2
Lyv/Lg

VLo (2h — \/Ty) (212 L + 6hLs\/Tg + 15L4 L) <L9(735AB

+ T6AF + 600B> — 845BF + 168F?) + 4hy/Ly( — 2F(19A

O = {(A, B,F)eR®:

+ 84F) + 225B% + 349BF) + 84Fh*(7B + 8F)) # 0}.

Teorema 4.1 (Existencia) En cada nivel de energia positiva H = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B y F niumeros reales arbitrarios, el sistema hamiltonia-
no tiene familias de soluciones periddicas o(t,e) = (X(t,¢),Y (t,¢),px(t, ),
py (t,€)) donde

X(t,e) =r*cos(t) + O(e),
Y(t,¢) mcos(t + o)+ O(e),

px(t,e) =r sm(t) + O(e),
py(t,e) =V 2h — r*2sin(t + a*) + O(e).

Las soluciones son contadas como sigue, existe
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(a) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,F) € Q4pr, v

1 100B + 14F
o) = [0 += o2
(r, a”) (O, 2arccos( 555 £ 40 ))

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q%4 pr, y

.. 1 1842 — 20AB — 8B?
(r,a)—(\/ﬁ,garccos( B{7A 1 105) ))

(c) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q3 zp, y
3h(58 + 2F)
* * — 0
(r", ) <\/—5A+5B+3F’ )

(d) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Qzp, y

h <\/4F(4F ~5A4) + 22582 — SOBF + 158 — GF)
S 5(A— 5B + F) )0

(e) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, F) € Qzp, y

h <\/4F(4F ~5A) 1 22582 — S0BF — 158 + GF)
* * — O
", o) 5(A— 5B + F) !

(f) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B, F) € Q%55, ¥

) 18v/2L% — 6/LgLs — 60+/2L4L¢ + </4L3
rT,o) =
30L4/Lg

donde Ly, L5, Lg y Lg son expresiones dadas previa al Teorema.

En/2 |,

Demostracién. Siguiendo el método del promedio, encontraremos los ceros (r*, a*)
del sistema (4.31)) de modo que el determinante de la matriz jacobiana de fy en los
ceros (r*,a*) sea no nulo. De (4.30)) se tiene que

for =

,
4800
(r*(735AB + 80AF — 750B% — 685BF + 168F?) + 4hr*(—8F(5A + 21F)

(r* — 2h) (T2 sin(4a)(r? — 2h)(675B8% — 2F (A +40B)) — sin(2a)

+ 90082 + 269BF) + 84Fh(TB + 8F))).

Resolviendo la ecuacion fo (r, o) = 0, obtenemos los siguientes tres casos:
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Caso 1: r =0,
Caso 2: r = V2h,

Caso 3: (r2 sin(4a)(r? —2h)(675B* —2F(A+40B)) —sin(2a) (r*(735AB + 80AF —
750B%—685 BF+168F?)+4hr?(—8F (5A+21F)+900B?+269BF)+84F h?(7B+
SF))) ~0.

A continuacién analizaremos cada caso.

Caso 1: Sir =0, entonces la funcién fo; =0y foe en la variable a es:

Far(0, ) = ﬁmi”w cos(20)(TB + 8F) + 2(50B + TF)).

Resolviendo la ecuacién faq(0, o) = 0, tenemos como raices a

on 100B +14F
= — arc cos S ————
@ T 358 + 40F gk

donde n = £1 y k € Z. El sistema (4.31]) tiene para cada k € {0, 1} dos ceros dados

por

100B + 14F
(’I"*7 Oé*) = <O, g arc cos (—M) + kﬂ') . (432)

Notar que los ceros (4.32) estan bien definidos para los valores de los parametros B

y F' que satisfacen las condiciones:

508 + 7F
7B + 8F

5}
‘ <5, TB+8F 0. (4.33)
Por otro lado, es facil ver que el Jacobiano de f, evaluado en (r*, a*) es

; 17199
R0re") = 500000

F? (258 — 4F?) h°,
que es no nulo si
F (25B% — 4F?) # 0. (4.34)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los ceros
obtenidos anteriormente corresponden a diferentes condiciones iniciales de dos solu-
ciones periédicas del sistema diferencial (4.26]). Esto completa la demostracién del

Teorema [4.1| parte (a).
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Observacién 4.3 Note que las condiciones sobre pardmetros los B 'y F' en ({4.33))
y (4.34)) forma un conjunto no vacio (ver Figura |4.1]).

Figura 4.1: Regién en el espacio de pardmetros (A, B, F) € QY zp.

Caso 2: Si r = v2h, tenemos que la funcién fo; = 0y foo en la variable « es:
7
f2o(V2h,a) = Eh3 (184% — Bcos(2a)(7A + 10B) — 20AB — 8B%) .

Resolviendo la ecuacion foo(v2h, o)) = 0, obtenemos como raices a

e_no (184 —20AB -8B\
~ 2 B(7A + 10B) ™

donde n = —1,1y k € Z. Por la periodicidad de la funcién coseno, el sistema (4.31)
tiene para cada k € {0,1} dos ceros dados por

n 18A4% — 20AB — 8B?
Lat) = 2h, — k 4.35
(r*, o) (\/ ,2arccos( B{7A+10B) )—i— 7T>, (4.35)
donde n = —1,1 y estos ceros estan bien definidos para los valores de los parametros

Ay B que satisfacen las condiciones:

<1
2

9A2 — 10AB — 4B?
B(TA+ 10B)

, B(7TA+10B) #0. (4.36)

El Jacobiano de f, evaluado en los ceros (4.35)) es:

441
Jy (Vo) = m(A —2B)(94 — 2B)(2A — B)(2A + B)hS,
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el cual es no nulo si
(A—2B)(9A —2B)(2A — B)(2A+ B) # 0. (4.37)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los cuatro ceros
corresponde a diferentes condiciones iniciales de la misma solucién peridédica
del sistema diferencial . Por tanto existe al menos una soluciéon periédica del
sistema y esto completa la demostracion del Teorema parte (b).

Observacién 4.4 Note que las condiciones sobre los pardmetros A y B en (4.36)) y
(4.37) forma un conjunto no vacio (ver Figura [1.2)).

Figura 4.2: Regién en el espacio de pardmetros (A4, B, F) € Q455

Caso 3: Resolviendo en la variable «, la ecuacion

(r2 sin(4a) (2 — 2h) (67582 — 2F(A + 40B)) — sin(2a)(r4(735AB + S0AF
— 750B% — 685BF + 168F?) + 4hr*(—8F(5A + 21F) + 900B% + 269BF)
+ 84FRX(TB + 8F))) — 0,

- . . T
se puede observar que la expresion anterior esnulasia = krconk=0,1y a = my

con m = =£1.

Subcaso 3.1: Si a = 0, entonces la funcién fo; =0y fos en la variable 7 es:
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63
4000
+ 6h2(58 — 2F) + 4Fh2>.

Fan(r, 0) <r2(5A — 5B — 3F) + 3h(5B + 2F)> <5T4(A —5B+F)

Resolviendo fas(r,0) = 0, obtenemos las siguientes raices:

(. _\/ 3h(5B + 2F)
~ V —5A+5B+3F’

h(VAF(AF = 54) + 2258 — SOBF + 155 — 6F )
TN 5(A_5B 1 F) ’

h (VAF(F —54) + 22557 — SOBF — 155 + 6F )
5(A—5B + F) '

Notar que el sistema (4.31)) tiene tres ceros y el primero es dado por

. o [ 3h(Bt2F)
(i, i) = <\/—5A+5B+3F’0>’ (4.38)

el cual estd bien definido si

5B +2F -
—bA+ 5B+ 3F

0. (4.39)

Evaluando el Jacobiano en el cero (r1*, a1*) se tiene

17199

= 12800054 — 55 —3F)p AT BIGB+ 2F) Lsh®,

Ja(r1*,1%)
que es no nulo si
(bA—5B —3F)(2A+ B)L3 # 0. (4.40)

La expresion para Lz es dada previa al Teorema [1.1] El segundo cero (r3,aj) del
sistema (4.31]) es dado por

h(VAF(AF = 5A) + 22587 — SOBF + 155 — 6F )

o, QU] ) = — . (4.41
(T27Oél) 5(A—SB+F) 70 ( )

Para que el cero (r3,af) esté bien definido se debe cumplir que

VAF(4F —5A) + 225B%2 — 80BF + 15B — 6F _
(A—5B+F) ’
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(A—5B+F)#0, (4F(4F — 5A) + 225B* — 80BF) > 0. (4.42)

Evaluando el Jacobiano en el cero (4.41)) se tiene

44106
625000000(A — 5B + F)

+ \JAF(4F — 5A) + 225B% — 80BF>,

Tz ) = (L + Ly) (158 — 6F

que es no nulo si
(A—5B+ F) (L, + L) # 0. (4.43)

Las expresiones para Ly v Ly son dadas previa al Teorema |4.1] Finalmente el tercer
cero (13, ay) del sistema (4.31)) es dado por

h <\/4F(4F ~5A) 1 22582 — S0BF — 158 + 6F>

sal) = 4.44
(T37a1) 5(A—5B+F) 70 ) ( )
que esta bien definido si
VAF(4F —5A) +225B2 — 80BF — 15B + 6F .
(A=5B+F) ’
y
(A—5B+F)#0, (4F(4F —5A)+ 225B*> — 80BF) > 0. (4.45)

Evaluando el Jacobiano en el cero (4.44]) se tiene

; B 44110
P2(r5.0%) = 625000000(A — 5B + F)

VAF(4F — 54) + 225B% — 8OBF>,

5(L1—L2)<—15B+6F

que es no nulo si
(A—=5B+ F)(L; — L) # 0. (4.46)

Por tanto podemos aplicar el método del promedio de segundo orden para concluir

que los ceros (4.38)), (4.41)) y (4.44)) proporcionan al menos tres soluciones periddicas
del sistema (4.26)). Esto completa la demostraciéon del Teorema {.1| parte (c), (d) y

(e).
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Observacién 4.5 Note que las condiciones sobre los pardmetros A, B, F' en (4.39)-
(4.40) asi como (4.42))- (4.43)) y (4.45])-(4.46]) forman conjuntos no vacios (ver Figuras
y [4.4).

Figura 4.3: Regiones en el espacio de pardmetros (4, B, F) € QY zp,i = 3,4.

Subcaso 3.2: Si as = ig, entonces la funcién fo; =0y foe en la variable r es:
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foo(r, £7/2) = (57" (945A% — 2730AB + 698AF + 1725B* — 850BF + 105F*)

12000
+ 2k (3490 AF + 65258 — 9T10BF + 2142F?) + 3hr*(6825AB

— 3490AF — 7575B% + 5615BF — 882F?) + 1092Fh*(5B — 2F)).

Resolviendo la ecuacion foo(r, £7/2) = 0, tenemos sélo una raiz real positiva

. 18v/2L2% — 6/LgLs — 603/2L4L¢ + 3/4L2
T =
30L4+/Lg

Notar que el sistema (4.31)) tiene un cero (r*, a%) dado por

18v/2L2 — 6+/LgLs — 60v/2L4L /AL
(r*,a3) = \/8\/_ 2 — 6V/LsLs — 60V2LsLo + Sar2|, (447

30L4v/ Ls
que estd bien definido para los valores de los parametros A, B y F' que satisfacen la
condicién:

18v/2L2 — 6/LgLs — 608/2L4L¢ + \/4L2
L4v/Ls

Las expresiones para Ly, Ls, Lg, Lg son dadas previas al Teorema Evaluando el

(4.48)

Jacobiano en (r*, a3) se tiene

1
=/ Lo (2h = /L) (2h*Ls + 6hLs\/Ly + 15L4 Lo) (Lo(7354B

+ T6AF + 600B> — 845BF + 168F7) + 4hy/Lo( — 2F(19A + 84F)

Jp(r+03)

+225B2 + 349BF) + S4Fh2(7B + 8F)),

que es no nulo si

V/Lo(2h = /Lo) (2h*Lg + 6hLs /Ly + 15LaLo) ( Lo(735 A
+ T6AF + 6008 — 845BF + 168F?) + 4h+/Ly( — 2F (194
+84F) + 225B + 349BF) + 84Fh2(TB + 8F)> £ 0. (4.49)

La expresion para Lg es dada previa al Teorema [4.1} Por el método del promedio de
segundo orden concluimos que los ceros (4.47)) proporcionan al menos dos soluciones
periddicas de (4.26)). Esto completa la demostracién del Teorema parte (f).
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Observacién 4.6 Note que las condiciones sobre los parametros A, By F' en ({4.48])
y (4.49)) forman un conjunto no vacio (ver Figura [4.5)).

Figura 4.5: Regién en el espacio de pardmetros (4, B, F) € Q%5p.

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periddicas O

Corolario 4.1 La familia de soluciones periddicas (z(t,€),y(t, ), p.(t,e), py(t,€))
del sistema hamiltoniano asociado a los ceros (r*,a*) de la funcion promedio,

en cada nivel de energia positiva H = h son dadas por

x(t,e) =r*cos(t) + O(e),

pz(t, ) =r*sin(t) + O(e),

(t,€)

y(t,e) =p* cos(t + a*) + O(e),
(t,€) o(
(t,e) = p"sin(t + a*) 4+ O(e).

Dylt, e

A continuacion presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periédicas

determinadas en el Teorema [4.1]

Teorema 4.2 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periddicas del Teo-
rema[{.1] son inestables.

Demostracion. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones peridédicas
dadas en el Teorema[4.T]se aplicard el Teorema[2.6)que dice que el tipo de estabilidad
de las soluciones periddicas viene dado por el signo de los autovalores A; y As de la

matriz jacobiana Jy, () evaluada en los ceros (r*, o).
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(i) Las dos familias de soluciones periddicas dada en el Teorema parte (a) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f5 evaluada en los
100B + 14F

1
o) = (0. +£= o 1
ceros (1%, a*) (O, 2aurccos( 358 £ A0F ) +/<;7r>, k € {0,1} son

4F? — 25 B2

1
A\ = ——21V39Fh3(TB + 8F) | ——————
! (75 +8F) (7B + 8F)?’

— 9\,
1000 A2 M

Notar que las condiciones de inestabilidad sobre los parametros A, By F' es
no vacfa si (4, B, F) € Q! A = 258 >0
vacia si ——— > 0.
(ii) La familia de soluciones periédicas dada en el Teorema parte (b) son in-

estables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f; evaluada en el cero

L 1 18A2 — 20AB — 83
(r,a)—<\/2h,§arccos< B(7A+ 10B) >) son

(TA+10B),

A\ = ——Bh®
! B2(TA + 10B)?

21 \/_ (A —2B)(9A — 2B)(2A — B)(2A + B)
20

A2 = — 1.

Podemos observar que las condiciones de inestabilidad sobre los pardametros
A By Fesnovaclasi (A, B,F) € %5, B(TA+10B) >0y (A—2B)(9A —
2B)(2A - B)(2A+ B) < 0.

(iii) La familia de soluciones periddicas dada en el Teorema parte (c) es in-

estable, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f, evaluada en el cero
3h(5B + 2F)
* * — 0
(", a") (\/—5A+5B+3F’ ) s

20,5 | 39Ls(24 + B)(5B + 2F)
80 2(5A — 5B — 3F)p

)\1 5 )\2 = —>\1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parametros A, B y
F esno vaclasi (A, B,F) € Q3 5p v Ls(2A+ B) < 0.

(iv) La familia de soluciones periédicas dada en el Teorema parte (d) es in-

estable, pues los autovalores \i, \s de la matriz Jacobiana de f, evaluada en
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el cero (r3,0), satisfacen

2143
A = — ( “20F(A+4B) + 22582 1 16F2 + 158 — 6F
V= 5500004 55 5 FpE\(V T 20F(A+45) + L )

(Ly + L) (A — 5B + F))W,

)\2 :—>\1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parametros A, B y
F es no vacia si (A, B, F) € Q4pp, (A—5B+F)#0y (L1 + L) (A—5B +
F) (\/—2OF(A 4B) + 22582 + 16F? + 15B — 6F) > 0.

(v) La familia de soluciones periédicas dada en el Teoremald.1]parte (e) es inestable,

pues los autovalores A\, Ay de la matriz Jacobiana de f, evaluada en el cero

(r5,0) satisfacen

21h3
= AF(4F — 5A) + 225B2 — 80BF — 15B + 6F
A 25OOO(A—5B+F)3((\/ ( 5A) + 225 80 5 +6>
1/2
UA—MM—M—5B+D0 ,
)\2:—)\1.

Observemos que las condiciones de inestabilidad sobre los parametros A, B y
F es no vacia si (A, B, F) € Qpp, (A—5B+F)#0y (L1 — Ly) (A—5B +
F) <\/4F(4F “5A) + 22582 — 80BF — 158 + 6F> <0.

(vi) La familia de soluciones periédicas dada en el Teorema parte (f) es in-

estable, pues los autovalores A\, Ay de la matriz Jacobiana de f; evaluada en el
183/2L2 — 6/LgLs — 60+/2L,Lg + </4L3
30L4+/ Lg

cero (r*,a*) = (r,£m/2), conr =

satisfacen \; = —As.

Los autovalores no estan escritos por su extension algebraica, esto concluye la de-

mostracién del Teorema. O

En la siguiente seccién estudiaremos analiticamente las soluciones periédicas de un

sistema Hamiltoniano con potencial polinomial de grado seis usando el método del

promedio de segundo orden.
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4.3. Sistema Hamiltoniano con potencial polino-

mial de grado seis

En esta seccion consideraremos un Hamiltoniano perturbado de la forma:

1 1
H = 3@ +y") + 505 + ) + Vi, y) + Vi, y), (4.50)
donde z,y,p,, py € Ry Vi(z,y), Vs(x,y) son polinomios homogéneos de la forma

A 1
Vs(x,9) :g:v‘r’ + Bx3y? + ngy4,

A 1 A
Vs(z,y) :€x6 + §mx2y4 + gyG.

Notemos que la funcién perturbada dada en (4.50)) depende de seis pardmetros reales.
El propésito es estudiar la existencia y estabilidad de soluciones periddicas para el

sistema hamiltoniano asociado a H.

Observacion 4.7 Notar que cuando A = m = A = 0, es decir, V5 = 0 y el
pardmetro ¢ = 1, la funcién Hamiltoniana (4.50]) se reduce a
1 1 A 1
H =@ +¢") + 5 (0% +py) + 72"+ By’ + S Fay’,
la cual fue estudiada en la seccién [£.2] Nuestro propésito ahora es considerar el caso
cuando A, m, A, son no nulos simultdneamente, y € es un pequeno parametro real.

El estudio bajo este enfoque ya es considerado en la literatura ver por ejemplo [24]
[B6} (43},

Consideremos el sistema Hamiltoniano asociado a (4.50))

T = Yz
y = Py
1
Py = —T — € (A:B4 + 3Bx?y? + ng"‘) — g2 (m:vy4 + AZBS) (4.51)

4
Py=—-Yy—¢ (2Bx3y + gF:cyB) — &2 (2may’ + \y°) .

Para determinar soluciones periddicas del sistema (4.51) usaremos la teorfa del

promedio. Especificamente proporcionaremos a través del método del promedio de



90

segundo orden las condiciones suficientes en los pardametros A, B, F, A, m y \ para
garantizar la existencia y determinar el tipo de estabilidad de soluciones periédicas
del sistema diferencial (4.51)).

4.3.1. EIl promedio de segundo orden aplicado al sistema

hamiltoniano de grado seis

Con el proposito de utilizar el método del promedio de segundo orden tenemos
que la periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial es
necesario, por lo que introducimos el siguiente cambio de variables que permite
obtener un sistema 27 periédico. Consideremos el cambio de variable (z,y, p,, p,) —
(r,0,p,a) € RT x St x R" x S! definida por

r=rcos, y=pcos(d +a), p, =rsinb, p, = psin(f + «),
parar > 0y p > 0. El nivel de energia h de H en coordenadas polares es:

1 1
h 25(7’2 +p%) + s(gAr5 cos®(6) + Bp*r® cos®(0) cos®(a + 0)
1 1
+ ng47“ cos() cos*(a + 0)) + 52(6)\p6 cos®(a + 0)

+ %mp‘lr2 cos?(6) cos*(a + 0) + %Arﬁ cos®(#)) (4.52)

y las nuevas ecuaciones de movimiento son dados por:

1 1
r :—5(— ArSsin(0) cos?(0) —3Br3(2h —1?) sin(0) cos?(0) cos*(a+6) — gFT(2h -
T

r2)? sin(0) cos* (o + 9)) + %52( — mr?(2h — r*)?sin(#) cos(0) cos* (o + ) —

ArSsin(6) cos5(9)>,
f=—1 — 15(147"40085(6) + 3Br?(2h — r?)cos(0) cos* (a + 0) + %F(?h —
r
r2)% cos(6) cos4(a—|—9)> + 152 <mr(2h —712)% cos?() cos* (a+0) +Ar® 0086(0)> :
r
1

- - 4
p= 2h—7’2€< — 2Br3(2h — r*)cos’(0) sin(a + 6) cos(a + 6) — =Fr(2h —
1
7?)% cos(0) sin(a + 6) cos®(a + 0)) + 52—< — (2h — r)Prsin(a +
V2h — 12

0) cos®(a + 0) — 2mr?(2h — r?)? cos?(0) sin(a + 0) cos® (o + 9)),
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. 1
P = ah 2
72)% cos(0) sin(a + 0) cos® (o + 9)) + &2

4
5( — 2Br3(2h — 7?) cos®(0) sin(a + 6) cos(a + 0) — gFr(Qh -
1
————( — (2h — r*)*Xsin(a +
s (— (2h —r%)"Asin
0) cos®(a + 0) — 2mr?(2h — r?)? cos?(0) sin(a + 0) cos® (o + 9)),
.1 ( 4 0B
& =—¢(Ar*cos’(0)—

- <2B7’3\/2h —r2cos3(0) COSZ(Q+9)+§FT(2]]—
r h—r
r2)3/2 cos(0) cos*(a + 6)) + 3Br?( h — 1?)cos?(0) cos?(a + 6) +
%F(Zh — 132 cos(f) cost(a + 9)) + 5 ( - \/%(Qmﬁ(gh _
r2)3/2 cos?(0) cos*(a + 0) + A2h — )5/2 cosS(a + 0)) + mr(2h —

r2)% cos?(0) cos* (o + ) + Ard 0086(9)) :

(4.53)

Observemos en este sistema que si tomamos la variable # como la nueva variable
independiente en lugar de ¢, obtenemos la periodicidad necesaria para escribir el sis-
tema diferencial en su forma estandar de modo que se pueda aplicar el método
del promedio de segundo orden. Reescribiendo el lado derecho del sistema en
su desarrollo de series de Taylor de € en una vecindad del origen y obtenemos el

siguiente sistema:

7! —%6 sin(0) (5Ar* cos?(9) — 15Br*(r* — 2h) cos®() cos*(a + 0) + F(r? —

2h)? cos’(a + 0)) + 2%52 sin(6) (5(5mr(7’2 — 2h)2 cos(f) cos(a + 0) +
5A7° cos®(0)) — 1 cos(f) (5Ar* cos*(0) — 15Br?(r? — 2h) cos?(6) cos? (v +
6) + F(r? — 2h)? cos*(a + 9))2> + 0(e?),

2

o :gg\/2h —r?sin(c 4+ O)cos(a + 0)(5Bricos®() — 2Fr(r* -
1
2h)cos(f)cos*(a + ) + —e’V2h—r2sin(a + 6)cos(a +

25
0) <1Or2(r2 — 2h) cos?(0) cos?(a + 0)(r? cos?(0)(2AF + 15B?) — 5m) —
50ABrS cos®(0) +5(r? —2h)? cos*(a+0) (5N — 14 BFr? cos*(0)) +4F2(r?
2h)3 cos?(0) cos®(a + 9)) + O(e?),
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o :5< — Ar3cos®(0) + Br(r(3r + 2) — 6h)cos®(0) cos?*(a + 0) — iF(r2 -

or
2h)(r(r +4) — 2h) cos(0) cos* (o + 9)) g2 ((5A7‘4 cos®(0) — 15Br%(r? —
2h) cos?(0) cos®*(a + ) + F(r? — 2h)%cos(0) cos*(a + 0))(5Art cos®(0) —
5Br2(r(3r + 2) — 6h)cos®(0) cos*(a + 0) + F(r? — 2h)(r(r + 4) —
2h) cos(0) cos (o + 0)) — 5r(5mr(r? — 2h)(r(r + 2) — 2h) cos®(6) cos*(a +
8) — SA(r2 — 2h)2 cos®(a + ) + A COS6(9))> 4O,

(4.54)

Recordemos que prima (’) es la derivada con respecto a la variable 6. El nuevo
sistema (4.54)) es 2m-periddico en la variable 6. Restringiendo el sistema (4.54) a

cada nivel de energia positivo H = h, y resolviendo la ecuacién (4.52)) para p en

e = 0, tenemos que

= V2h — 12 (4.55)

Sustituyendo p en el sistema (4.54]) obtenemos el siguiente sistema diferencial

7! :ésin(e) <5Ar4 cos() — 15Br?(r? —2h)cos?(f) cos’*(a  + 0) +
F (r2 = 2h) cos*(a + 0)) + %sin(@) cos(f) (257"6 cos*(0) (A —
A%r?cos?(0)) — r2(r* — 2h)cos*(a + 0)(r?cos*(0)(—20AFh + 6AFr? +
75B%(r? — 6h)) + 25m(2h — r?)) + 60ABr®(2r? — 5h) cos®(0) cos?*(a +
0) — 20BFr?(r* — 2h)?(3h + 1?) cos?(0) cosb(a + 0) + F*(r* — 2h)3(2h +
3r?) cos®(a + 9))52 + O(e?),

1
a :< — Ar3 cos®(0) + Br(5r? — 6h) cos®(0) cos?(a + 0) — 5—F(r2 — 2h)(5r% —
r

2h) cos () cos4(oz+9)> 6+% <25r4 cos8(0) (A%r? cos?(0)—A)+cos?(0) cos* (a+
0)(r? cos*(0)(2AF (20h* — 36hr? + 9r*) + 225B2(r? — 2h)?) — 25m(4h?® —
8hr? + 3r')) + 10ABr*(30h — 17r?)cos®(0) cos®’(a + 0) — 5(r? —
2h)cos®(a + 0)(2BF(12h* — 16hr* + r*)cos*(f) + 5A(2h — r?)) +
1

7«_2F2 (r2 — 2h)% (4h2 — 4hr? — Tr*) cos?(0) cos® (o + 9))62 + O(e?).

(4.56)
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Notar que el sistema diferencial (4.56|) tiene la forma estdndar

T/ = FHE + F21€2 + O<€3),
Ckl = F12€ -+ F22€2 + O<€3), (457)

donde las funciones Fy = (Fi1, Fi2) y Fy = (Fy, Fys) son:

Fiy —% sin(f) <5A7’4cos4(9) — 15Br*(r* — 2h)cos?(0) cos?(a + 0) + F(r?
2h)? cos*(a + 9)),

Flo =—Ar3 COS5(9) + BT(5T2 — 6h) COSB(Q) COSZ(O‘ 0) 51 I (TZ 2h)(5r2
r
2h) cos(0) cos* (o + 6),

Fy :% sin(6) cos(6) (257’6 cos*(0)(A — A%*r?cost(0)) — r?(r* — 2h)cost(a
0)(r? cos*(0)(—20AFh + 6AFr* + T5B%*(r? — 6h)) + 25m(2h — r?))
60ABr%(2r2 — 5h)cos®(f)cos* (@ + 6) — 20BFr*(r? — 2h)*(3h
r?) cos?(0) cos®(a + 0) + F2(r* — 2h)*(2h + 3r?) cos®(a + 9)),

Fy :% <257’4 cos®(0) (A%r? cos(0) — A) + cos?(0) cost(a
0)(r? cos*(0)(2AF (20h* — 36hr? + 9rt) + 225B%(r? — 2h)?) — 25m(4h?
8hr? + 3rt)) + 10ABr*(30h — 17r%)cos®(f)cos?(a + 0) — 5(r?
2h)cos®(ov + 6)(2BF(12h* — 16hr* + 1*)cos*(0) + 5A(2h — 1%))
LF? (2 — 2h) (4% — 4hr? — Trt) cos?(0) cos® (a + 9)).
(4.58)

Observe que la funcién promedio de primer orden es nula, pues

fl(T, O./) = /(; ﬂ(Fﬂ,Fm)d@ = (0,0)

El método del promedio de primer orden no se puede aplicar ya que f; es idéntica-
mente nulo, por tanto la existencia de soluciones periddicas son obtenidas a través
del método del promedio de segundo orden. Utilizando la expresién dada en (4.29)

+
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determinamos la funcién promedio fo = (fa21, fo2) donde

for =gt r® = 2h) <7°2 sin(4a)(r? — 2R)(675B% — 2F(A + 40B)) —
sin(2a)(B(735Ar* + F(2h — r?)(294h + 685r2)) + 8(2h — r?)(F(42Fh —
r2(10A + 21F)) — 75m) + 150 B%(24hr? — 5r4))>,
1
f22 = 13000 (3 (25(r*(63A%r% + 50X — 50A — 90mn) + 40h*(5X — 3m) + 40hr?(6m —

50) + 100B(3hr* (354 — 3F) + 10/5(F — TA) + 28Fh — 36Fh%r?) +
Q00AFr2(2h2 — 3hr? + 1) + 50B2(282h%r2 — 330k + 85r%) + TF2(14h —
5512) (12— 2h)2) +5 cos(20) (B(735Ar* (3h—2r2) + F (2h—12) (294h?+ 920 hr? —
1370r%)) +4(2h — r?)(40AFr?(r? — h) + 42F2(2h? — 5hr? + 2rt) + 75m(3r? —
2h)) +150B2(48h2r* — 51hr* 4+ 10r9)) + 5r2 cos(4a) (r? — 2h) (r* — h) (675 B* —
2F (A + 403)) .

(4.59)

Ahora nuestro objetivo siguiendo el método del promedio de segundo orden es en-

contrar los ceros (r*, a*) del sistema

faa(r,a) =0,
fQQ(T, Oé) == 0, (460)

de modo que el determinante de la matriz Jacobiana J¢, evaluado en los ceros (1, a*)

sea no nulo.

Observacién 4.8 Note que el sistema (4.60) depende de los pardmetros A, B,F', A,
m, A, y la funcién polinomial fy;(7, ) es de grado siete en la variable r, la cantidad
alta de parametros hace dificil obtener de manera explicita los ceros desde un punto

de vista computacional.

Dada esta complejidad computacional analizaremos algunos casos, donde mostramos
que si es posible encontrar soluciones periddicas por el método del promedio de

segundo orden, estos casos son tres:
Caso1: F=0,m=0,A=0.
Caso 2: F=0,A=0,m=0.

Caso 3: F=0,m=0.
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En lo que sigue desarrollaremos cada uno de los casos determinadas anteriormente.

Caso 1: F=0,m=0, A=0.
Si F =0, m =0, A =0, entonces la funcién Hamiltoniana (4.51)), se reduce a

1 1 A 1
Hy =2 (2 +9°) + 5 (02 + 1)) +e (3:65 + Bx3y2> +e A", (4.61)

donde A, B y A son parametros reales arbitrarios. El sistema hamiltoniano asociado

a (EGT) s

.I'/ =Pz,
/
Y =Dy,
P, = — 1z — e (Az' 4 3Bry?) — 2, (4.62)

p, = —y —e(2Bx%y).

La periodicidad del sistema hamiltoniano (4.62)) es un requisito bésico para deter-
minar soluciones periédicas via el método del promedio. Para eso introducimos el

cambio de variables en coordenadas polares de la siguiente manera
r=rcos, y=pcos(d+a), p, =rsinb, p,=psin(d + o), (4.63)
definidos para r > 0 y p > 0. El nivel de energia h de H; en coordenadas polares es:

| 1
h==(r’+p°) +¢ (SATS cos®(0) + Bp?r® cos®(6) cos®(a + 9)) + & S Ar® cos’ (6),

N —

(4.64)

y las ecuaciones de movimiento son dados por:

r :%z—: (—AT5 sin(0) cos*(0) — 3Br? (2h — 7“2) sin(6) COS2(9) cos? (o + 9))

— 2Ar® sin(#) cos® (),

f=—1- 15 (Art cos®(0) + 3Br* (2h — 1?) cos®(0) cos* (o + 6)) + e*Ar* cos®(6),

r

p = —e(2Br*v/2h — r2 cos®(0) sin(a + 6) cos(a + 0)),

1
& ==¢ (Ar*cos®(0) + 3Br* (2h — r?) cos®(0) cos®(a + 0) — 2Br® cos®(0) cos* (o + 6))
r

+ e Ar* cos®(6). (4.65)
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El sistema diferencial en su forma estandar es

r = ('r2 sin(0) cos?(6) (Ar? cos?(0) — 3B (r? — 2h) cos?(a + 0)) )g
+ <%7“3 sin() cos”(0) ( — 5A% cos*(0) + 12ABr? (2r® — 5h) cos?(0)
cos?(a + 0) — 1552 (2 — 6h) (r2 — 2h) cos’(a + 0) + 5Ar2)>€2 +O(EY),
o = (Br (572 — 6h) cos® () cos(a + 0) — Ar® Cos5((9))€ + (A%ﬁ cos0(6)
+ §A3r4 (30 — 17r2) cos®(0) cos?(av + 0) + % cos®(0) (9B? (1 — 2h)°

cos’(a + 0) — Ar2)>€2 + O(e%).
En este caso la funcién promedio de segundo orden es fo = (fa1, foo) donde

for :%B?ﬁ sin(20) (12 = 2h) (r2(50B — 494) + 90B cos(2a) (r* = 2) — 240Bh),

1
f22 :ﬁr2 (63A2r4 + Bcos(2a) (3hr*(49A — 170B) + 2r*(50B — 49A) + 480Bh?)

+ 140ABr? (3h — 2r?) + 45B” cos(4a) (2h* — 3hr? 4+ r?)
+ 2B (28202 — 330hr? + 851%) — 50Ar%). (4.66)

De acuerdo con el método del promedio de segundo orden, nuestro objetivo es en-

contrar los ceros (r*,a*) del sistema
fai(r,a) =0 parai=1,2, (4.67)

y luego verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jy,(..) en los ceros

(r*, a*) sea no nulo.

Antes de enunciar los resultados en este Caso 1, consideremos las notaciones sigu-

ientes en relacion con los parametros A, B y A:

J = TBh (4103A% + 167260AB — 4450058%) — 2000A(49A — 50B).

Ly = 35721 B*h*(A + 3B)* + 18900BhA(7B — 3A) + 2500A2.

Ly =245B%h? (25532A% — 13520AB + 530458%) + 157500BhA(49B — 324) +
562500A2.

L =30681A2B2h%—38766 AB3h?—27300ABhA+11769B*h?+30300 B2hA+2500A2,
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S =(3B2h2 (1022742 — 12922AB + 3923B2) +300BhA(101 B—914)+2500A2) /%,

W =96880A2Bh — 913885AB%h + 49A(750A + \/Ly) — 10B(5915B%h + 12750A —

TVL).
W1 =—96880A2Bh + 913885AB?h + 49A(\/La — 750A) + 10B(5915B2%h + 12750A +
7VLa).

71 =(63h(4A%? — 15AB — B?) — 50A + /L1)(189Bh(194% — 131AB + 60B?) +
50A(7A — 20B) + /L1(20B — 7A))(35721 B%h*(A + 3B)? + 18900 BhA(7B —

3A) + 2y/L1(189Bh(7B — 3A) + 50A) + 2500A% — 3L1).
Zy =(35721B%h?(A + 3B)% + 18900BhA(7B — 3A) + 2500A%)(—6300hA(7A3 —

29A%B +8AB? + 170B3) + 11907Bh?(2A* — 23A3B + 408 A2B? — 1171AB3 +
160B%) 4+ 2500A%(7A — 20B)) + /L1 (—157500hA%(14A3 + 5A%B — 311AB? +
760B%) — 595350Bh2A(—44A* 4+ 379A% B — 1606 A2 B? 42123 AB3 +1020B*) +
2250423 B2h3(50A4° — 737TA*B + 3171 A3 B? — 4603A2B3 + 103AB* — 480B°) +
125000A3(7A — 20B)).

73 :( — 125000A3(6174A%h + 3693242Bh — 8078AB?h + 49AS —
46180B3h + 40BS) + 2500hA%(S(6174A3 + 23555A2B — 4151AB% —
34060B3) + 18Bh(254457A* + 154987A3B — 532371A%B? — 628383AB3 +
797470B%)) + 3B%h3(3Bh(10227A% — 12922AB + 3923B82)(403074A* —
176449A%B — 873404A?B? + 502187AB3 + 196020B*) + S(649196104° —
16578219A*B — 361935217A3B? + 5943554194283 — 355367061AB* +
71604740B°)) + 150 Bh2A(—283219902A° Bh + 1764 A*(179305B2h — 5475) +
49A3(9786548 B3h  + 4733BS) + 14A2B%(84257S — 44422812B%h) +
A(1280909B3S — 85331526B°h) + 20B%(10242937B%h — 939185)) +
6250000A% (494 + 403)) .

Zy :<37100140182A633h4 — 9261 A4°B2h3(6815419B%h + 4587300A + 21030S) +
441 A* Bh?(—103489172B*h? + 7TB2h(15369000A + 16111S5) + 600A (43275A +
547S)) + 147A3h(963047970B5h3 + B*h?(489327400A + 7386433S) +
50B2hA(948900A —47335) —105000A%(50A+S)) —7A2Bh(10171192842B5h3 +
27B*h?(493586800A + 9434213S) + 300B%hA(11407950A + 84257S) +
12500A2(52760A + 6735)) + TA(—723716793B%h* + 9B%h3(169222415 —
203170300A) — 150B4h?A(26930700A + 182987S) + 2500B2hA2(57700A +
593S) + 875000A3(50A + S)) + 20B8(346043907 B8h* + 3BSh3(512146850A —
35802375) +900B*h2A(1993675A +156535) +2500B2hA%(115450A+17035) +
250000A3 (50A + S))).
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Z5 =((245B%h? (25532A% — 13520AB + 53045B%) + 157500BhA(49B — 32A) +

562500A)2 4 105Bh(32A — 49B) — 75()A)2.
Zg =2T44Bh%\/Z5(467A? — 2900AB + 1250B2)3(Bh(15J3W (343A + 10B) +

60J2W?2(T91A — 1885B) + 8JW3(5327A — 16090B) — 20W*(3294 +
890B) + 8100BJ%) + 1000AW?2(—6J2 — 4JW + 3W?2)) — 98hZ5(46TA? —
2900AB + 1250B2)2(3Bh(TA?W?2(6137J% + 8240JW — 1525W2) —
14ABW (25203 4 27890J2W + 23477JW? — 4810W3) — 60B2%(450J4 —
240.J3W — 8063.J2W?2 — 7613JW3 — 116W*)) + 200AW?2(10B(36.J% + 17JW —
18W?2) — 49AJW)) + 384160B3h*(467A% — 2900AB + 1250B2)*(90J4 +
12073W — 494J°W2 — 796JW3 — 243W4) + 21Z5/2(467A% — 2900AB +
1250B2)(BW?(—TA2h(37165J2 +53640JW —5377W?2) —2000A (18J% +5J W —
IW?)) + 196 AJW3(189A4%h + 50A) + 14AB2hW (6615J° + 104150.J°W +
79497JW? — 22430W3) + 20B3h(4050J% — 2025J3W — 63053J°W?2 —
48015JW3 + 5849W4)) + 1822 (BJ*W?(—31619A2% + 146300AB — 97400B%) +
3JW3(49A — 50B)(63A? — 280AB + 365B%) + BW*(203A% — 41300AB +

16250B82) + 90B2J3W (49A — 50B) + 810083 J4).
Z7 =1800B3(14(467A% — 2900BA + 1250B2)h + 31/Z5)%(98(467A% — 2900BA +

1250B2)2h? + 21(467A% — 2900BA + 1250B2)/Zsh + 9Z5)J¢ +
30B2W1(1536640B(467A%? — 2900BA + 1250B2)*h* + 1372(3434 +
10B)(467A2—2900B A+1250B82)3\/Z5h3+7056(49A—20B) (467A2—2900 B A+
1250B2)2Z5h? + 189(343A — 150B)(467A2 — 2000BA + 1250B2)Z:*h +
54(49A—50B)Z2)J; + BWE(—189775040B2(467A? — 2900 BA+ 1250 B2)*h* +
164640(467A% — 2900BA + 1250B2)3((791A — 1885B)Bh — 100A)\/Z5h? —
294(467A% — 2900BA + 1250B8%)2(42959h A% — 390460BhA + 483780B2h +
24000A)Zsh — 18(31619A%2 — 146300BA + 97400B%)Z2 — 105(467A4% —
2900BA + 125052)(52031hA2 — 201620 BhA + 25221282 + T200A) Z2/*) J? —
2W3(14(467A% —2900BA+1250B2)h+3+/Z5) (10921120 B3 (467 A% — 2900 B A+
1250B2)3h3 + 784B(467A% — 2900BA + 1250B82)%(B(13105B — 5327A)h +
500A)y/Zsh + 9(50B — 49A)(63A% — 280BA + 365B2)Z5/% + 7(467A2 —
2000BA + 1250B2)(21B(4120A% — 17389BA + 17650B%)h + 100(50B —
49A)N)Z5)J; + BW{(—93350880B2%(467A2 — 2900BA + 1250B2)*ht —
54880(467A? — 2900BA + 1250B82)3(B(329A + 890B)h — 150A)\/Zsh? +
1470(467A% — 2900BA + 1250B2%)2(2135hA% — 13468BhA — 1392B%h +
2400A)Z5h + 18(203A42% — 41300BA + 16250B2)Z2 + 21(467A? — 2900BA +
125082)(37639hA2 — 314020 BhA + 116980 B2h + 18000A) Z2/?).
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Zs =((245B%h? (25532A% — 13520AB + 53045B%) + 157500BhA(49B — 32A) +

562500A)'/2 + 105Bh(49B — 32A) + 750A)2.
Zg =—2744Bh?\/Zg(46TA? — 2900AB + 1250B2)3(Bh(15J3W (343A + 10B) +

60J2W?2(T91A — 1885B) + 8JW3(5327A — 16090B) — 20W*(3294 +
890B) + 8100BJ%) + 1000AW?2(—6J2 — 4JW + 3W?2)) — 98hZs(46TA? —
2900AB + 1250B2)2(3Bh(TA’W?2(6137J% + 8240JW — 1525W2) —
14ABW (25203 4 27890J2W + 23477JW? — 4810W3) — 60B2%(450J4 —
240.J3W — 8063.J2W?2 — 7613JW3 — 116 W*)) + 200AW?2(10B(36.J% + 17JW —
18W?2) — 49AJW)) + 384160B3h*(467A% — 2900AB + 1250B2)*(90J% +
12073W — 494.°W2 — 796JW3 — 243W4) — 21Z3/2(467A% — 2900AB +
1250B2)(BW?(—TA2h(37165J2 +53640JW —5377W?2) —2000A (18J% +5J W —
IW?)) + 196 AJW3(189A4%h + 50A) + 14AB2hW (6615J° + 104150.J2°W +
79497JW? — 22430W3) + 20B3h(4050J% — 2025J3W — 63053J°W?2 —
48015JW3 + 5849W4)) + 1822 (BJ*W?(—31619A2% + 146300AB — 97400B2) +
3JW3(49A — 50B)(63A? — 280AB + 365B%) + BW*(203A% — 41300AB +

16250B82) + 90B2J3W (49A — 50B) + 810083 J4).
Z10 =1800B3(14(467A% — 2900BA + 1250B%)h — 3v/Z3)?(98(467A? — 2900BA +

1250B2)2h? — 21(467A? — 2900BA + 1250B%)\/Zsh + 9Zs)J{} +
30B2W1(1536640B(467A% — 2900BA + 1250B%)*h* — 1372(3434 +
10B)(467A%2—2900BA+1250B82)3/Zsh3+7056(49A—20B)(467A? —2900 B A+
1250B2)2Zgh? + 189(150B — 343A)(467A2 — 2900BA + 1250B2)Z:*h +
54(49A—50B)Z2)J; + BWE(—189775040B2(467A? — 2900 BA + 1250 B2)*h* +
164640(467A? — 2900BA + 1250B2)3(B(1885B — T91A)h + 100A)/Zgh? —
294(467A% — 2900BA + 125082)2(42959hA% — 390460BhA + 60(8063hB? +
400A ))Zsh — 18(316194% — 146300BA + 97400B%)Z2 + 105(467A4% —
2900BA + 125052)(52031h A% — 201620 BhA + 252212B2h + T200A) Z2/%) J? —
2W3(14(467A% —2900 BA+1250B8%)h—3+/Z3) (10921120 B3 (467 A2 — 2900 B A+
1250B2)3h3 — 784B(467A% — 2900BA + 1250B%)%(B(13105B — 5327A)h +
500A)v/Zgh + 9(49A — 50B)(63A2 — 280BA + 365BQ)Z§/ >+ 7(467A% —
2000BA + 1250B2)(21B(4120A% — 17389BA + 17650B%)h + 100(50B —
49A)N)Zg)J1 + BW{(—93350880B2(467A% — 2900BA + 1250B2)*h* +
54880(467A2 — 2900BA + 1250B%)3(B(329A + 890B)h — 150A)\/Zsh? +
1470(467A% — 2900BA + 1250B2)?(2135hA? — 13468BhA — 1392B%h +
2400A)Zgh + 18(203A42% — 41300BA + 16250B2)Z2 — 21(467A? — 2900BA +
125082)(37639hA2 — 314020 BhA + 116980 B2k, + 18000A) Z2/?).
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ZH:<B(—(A — 5B))(A — B)( — 50A(378Bh(3A — TB) + /L))
189Bh(189Bh(A + 3B)* + Li(3A — 7B)) + 2500A%)(
2500A%(63h(14A% + 5A’B — 311AB? + 760B*) + Li(7A — 20B))
3150hA (2L, (TA® — 29A°B + 8AB? + 170B*) — 189Bh(—44A*
379A4%B — 1606 A*B? + 2123AB® + 1020B%)) + 11907Bh*(/L;(—2A*
23A3B — 408A%B? + 117T1AB3 — 160B*) + 189Bh(50A°> — 737A*B

+
+
+
+
+

1/2
317143 B% — 4603A2B* + 103AB* — 480B°) ) + 125000A%(7A — 203))) .

Z12:<B(—(A — SB)(A - B)(—50A(378Bh(3A — 17B)
VL) + 189Bh(189Bh(A + 3B)> + L,(34 — T7B))
2500A2)(—2500A2(63h(1443 + B5A?B — 311AB* + T60B°%)

VIL(TA — 20B)) + 3150hA(2y/Ly (TA® — 29A2B + 8AB? + 170B3)
189Bh(—44A% + 379A3B — 1606A2B* + 2123AB% + 1020B%))
11907 Bh2(v/L; (2A% — 23A3B + 408A2B2 — 1171AB® + 160B*)

189Bh(50A° — 737TA*B + 3171 A3B% — 4603A%B3 + 103AB* — 480B%)) +

1/2
125000A%(7A — 203))) .

213:< —  B(63A%— 182BA + 115B2) (—312500000(49A + 40B)A®
6250000(v/L3(494 + 40B) + (6174A% + 50309BA2 — 12005B%A

+

58300B%)h)A* — 250000/ (/L3(3087A3 + 18466BA2 — 4039B2A —

23090B%) + 3B(1044288A% + 1744057BA%® — 3644186B2A?
3530695B3A + 4591100B*)h)A® + 15000Bh*(7+/L3(109053 A%

+

79212BA® — 254665 B2 A% — 2761228 A 4 360830B*) + B(338730336A° —
272962683 BA* — 705348581 B2 A% + 242001963 B> A% + 1101068745 B* A —

713739500B%)h)A2 — 450B2h3(42v/L5(2426823A5 — 2732352 B A*

4338236 B2A% + 4857162B3A% + 2503461B*A — 2787290B%)
B(257893660084° —  47686192743BA5 — 4228424169282 A*
151637385382B34% —  108280941972B*A2 + 13847757385B°A
7182184000B°)h)A + 9B3h4(y/L5(5014961154 A% — 7539282345 A°
18166337028 B2A* + 53185791778B3A% — 50139613818 B*A2
20922606831B°A4 — 3231546140B°) + B(10227A? — 12922BA
3923B2)(87479406A° —  93440109BA* — 2734552318243

1/2
498046941 B3 A2 — 227008131 B A + 610534035)h))>
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Zl4:< — B(634% — 182BA + 115B%)(—312500000(49A + 40B)A°> —
6250000(+/L3(49A + 40B) + (—6174A4% — 50309BA? + 12005B%A +
58300B%)h)A* — 250000h(y/Ls(—3087A% — 18466BA% + 4039B%A +
23090B%) + 3B(1044288A% + 1744057BA3 — 3644186B%A% —
3530695B%A 4+ 4591100B*)h)A®> — 15000Bh%(7/L3(109053A* +
79212 B A% —254665B%A?—276122 B3 A+ 360830 B*) + B(—338730336 A% +
272962683 B A* + 705348581 B2 A3 — 242001963 B3 A? — 1101068745 B* A +
713739500B°)h)A? — 450B%h3(42/L3(—2426823A° + 2732352BA* +
4338236B%2A4% — 4857162B%A? — 2503461B*A + 2787290B°) +

B(25789366008A% —  47686192743BA% —  42284241692B%A* +
151637385382B3 A3 — 108280941972B*A% + 13847757385B°A +
7182184000B8%)h)A + 9B3h*(\/L3(—5014961154 A% + 75392823458 A% +
18166337028 B24* — 5318579177883 A% + 50139613818 B*A?

20922606831 B5A + 3231546140B%) + B(102274% — 12922BA +
3923B%)(87479406A° —  93440109BA* —  273455231B2%A3 +

1/2
49804694183 A? — 227008131 B*A + 610534OB5)h))> .

Ademas para el nivel de energia positiva H; = h consideremos los siguientes con-

juntos:

63A2h — TOABh — 28B%h — 25A
(TA+ 10B)Bh

(7Th(9A — 2B)(2A — B) — 50A) (63h(A — 2B)(2A + B) — 50A) # 0,
(TA+10B)B # o}

7
z}qBA:{(A,B,A)eIR%’ <3

189BR(7B —34) +50A — VI, _
(A—5B)(A—B) ’

Y2 = {(A,B,A) cR®: L, >0,

B(A—5B)(A — B)Z, # 0}

189Bh(7B — 3A) + 50A 4 /L
(A—5B)(A— B)

ziBA:{(A,B,A)eR3:L1>0, > 0,

B(A —5B)(A — B)Z, # o}
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3BR(101B — 91A4) + 50A — S
126 A% — 364AB + 23052

B(63A% — 18248 + 1155%) (126A% — 364AB + 2308%) Z # 0 }
3Bh(101B — 914) + 50A + S
126 A2 — 364AB + 230B>
B(63A% — 182AB + 115B%) (126 A% — 364AB + 230B%) Z; # o}

yh = {(A, B.A) e R?: >0,

5 = {(A, B,A) € R?: >0,

365, = {(A, B,A) € R®: Ly > 0, (467A* — 2900AB + 1250B%) BW Z5Zs # 0,

w 105Bh(32A — 49B) — 750\ + /Lo - O}
467A% — 2900AB + 125082

S pa = {(A, B,\) € R®: Ly > 0, (467TA* — 2900AB + 1250B*) BW, Z5Z; # 0,

Wi 105Bh(32A — 49B) — 750\ + /L, - O}
J ’ 467A% — 2900AB + 125082

I {(A, B,A) € R®: Ly > 0, (467A* — 2900AB + 1250B%) BW ZsZy # 0,

W| _ | 105Bh(32A — 49B) — T50A + VI, o}
" 467A2 — 2900AB + 125057

9 pn = {(A, B,A) € R®: Ly > 0, (467A* — 2900AB + 1250B%) BW: Zs Z1o # 0,

Wi 105Bh(32A — 49B) — 750\ + /Lo O}
J ’ 467A% — 2900AB + 125082 '

El resultado principal en este Caso 1 en relacién a la existencia de soluciones

periédicas del sistema (4.61]) es:

Teorema 4.3 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B y A numeros reales arbitrarios, el sistema hamilto-
niano tiene familias de soluciones periddicas p(t,e) = (x(t,€),y(t, €), p.(t,€),
py(t,€)) donde

ks
8

\.@F
™
I
L
F£
=
=
_|._
9

Las soluciones son contadas como sigue, existe
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(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € Xip\, v

1 126A2h — 140ABh — 56 B2h — 50A
* *Y /2h -
(", o) ( g AreCos < 19ABh + 70B2h >)

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X455, ¥

L. 189BA(7B — 3A) + 50A — /I,
(r*,a*) = ,0

126(A — 5B)(A — B)

(c) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € 3355, ¥

a7y \/1893h(7B —34) + 500+ VI |

126(A — 5B)(A — B)

(d) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € ¥4z, ¥

. .. { [3Bh(101B = 914) +50A — §
(", 0%) = (\/ 12647 — 36148 + 23057 ="/ 2)

(e) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € ¥%5,, ¥

0 = (\/3Bh(101B —914) + 50A + 5 ﬂﬂ)

126 A2 — 364AB + 230B2

(f) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X65,, ¥
0ty = [ -3 (L0BBR(324 — 19B) — T50A + VI 1 (W
’ B 7 467A% — 2900AB + 1250B2 T2 J
(g) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € Xlgx, ¥y
0ty = [ -3 (L3BR(324 — 19B) — T50A + VI 1 (Wi
T 7 467A2 — 2900AB + 12503 T2 J
(h) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A) € X85, ¥y

. 3 (105Bh(32A — 49B) — T50A + vIz\ 1 W
(r*,a®) = = ,——arcsec | —
7 467A2 — 2900AB + 125082 2 J
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(i) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € X955, ¥
oty [ ([3 (LO5BRG2A -~ 49B) “TO0A 4 V) L (W
B W 467A? — 2900AB + 125032 2 J) )’

donde las expresiones J, Ly, Ly, S, W, W1 son dadas previa al Teorema[4.3.

Demostracién. De (4.66)) se tiene que

for :%Bﬁ’ sin(2a) (r* — 2h) (r*(50B — 49A) + 90B cos(2a) (r* — 2h) — 240Bh) .
Resolviendo la ecuacién fo (1, ) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:
Condicion 1.1: r =0,

Condicion 1.2: r = \/%,

Condicién 1.3: sin(2a) = 0,

Condicién 1.4: (r?(50B — 49A) + 90B cos(2a) (r? — 2h) — 240Bh) = 0.

En lo que sigue analizaremos cada condicién y en algunos casos se obtendran sub-

condiciones.

Condicién 1.1: r = 0. Sustituyendo r en (4.66)), obtenemos
Jar = fo2 =0.

Observe que en esta condicion la matriz jacobiana de fs es nulo y por tanto el

método del promedio no da informacién sobre soluciones periddicas.

Condicion 1.2: Sir = v/2h, tenemos que la funcion fo; = 0y for en la variable «

es

fo2(V2h, ) = %hQ (14h(9A% — 10AB — 4B?) — 7Bhcos(2a)(TA + 10B) — 50A) .

Resolviendo la ecuacién fas(v'2h, @) = 0, obtenemos que los valores de o son

126 A%h — 140ABh — 56 B*h — 5OA)
+ km,

T
@ T Ao < 19ABh + 70B2h
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donde n = —1,1, y k € Z. Por la periodicidad de la funcién coseno, es suficiente

considerar k € {0,1}. Asi tenemos cuatro ceros del tipo

n 126 A%h — 140ABh — 56 Bh — 50
Lat) = 2h, — 4.
(r, a®) <v h,2arccos< 19ABh + T0B2h )—i—lm), (4.68)

donde n = —1,1,k = 0,1 y estos ceros estan bien definidos para los valores de los
parametros A, B y A si se satisface

63A2h — TOABh — 28B%h — 25A
(TA+ 10B)Bh

7
(TA+10B)B # 0, ’ ‘ <3 (4.69)

El Jacobiano de f; evaluado en estos ceros (r*, a*) es

1
J by Ty = 00 (7Th(9A — 2B) (24 — B) — 50A) (63h(A — 2B)(2A + B) — 50A) h*,

que es no nulo si
(7Th(9A — 2B)(2A — B) — 50A) (63h(A — 2B)(2A + B) — 50A) # 0. (4.70)

Asi aplicando el método del promedio de segundo orden se puede ver que los cuatro
ceros corresponden a diferentes condiciones iniciales de la misma solucion
periodicas del sistema diferencial . Por tanto existe al menos una solucién del
sistema y esto completa la demostracion del Teorema (4.3 parte (a).

Observaciéon 4.9 Note que las condiciones sobre los parametros A, B y A dados

en y (4.70) forma un conjunto no vacio (ver Figura [4.6)).

Figura 4.6: Region en el espacio de pardmetros (4, B,A) € ¥ 5,.
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k
Condicién 1.3: sin(2a) =0 < o = 7# con k € Z, debido a la periodicidad de la

funcion seno, el estudio se separa en los subcasos k = 0,2y k£ 1.

Subcondicién 1.3.1: Si a = 0,7 ( es decir k& = 0,2), tenemos que la funcién

for =0y fog en la variable r es:

Far(r,0) = %O (6317 (<(53 — 4)) — 6Bh) (1(B — 4) — 3Bh) — 50Ar*).

Resolviendo la ecuacion fao(r,0) = 0, obtenemos como raices a:

. [189Bh(7B — 3A) + 50\ — /L,
o= 126(A—5B)(A—B)
o 189Bh(7B — 3A) + 50A + /L,

2 126(A — 5B)(A — B)

Notar que el sistema (4.67)) tiene dos ceros (r*, a*), el primero es

0], (4.71)

. o[ [189BR(TB —3A)+50A — VI,
i, o) = 126(A — 5B)(A — B)

que estd bien definido si

189Bh(7B — 3A) 4 50A — /L,

Ly >0, (A-5B)(A— B) #0, (A—5B)(A— B) > 0. (4.72)
Evaluando el Jacobiano Jy, (.o en el cero (r{,a*) se tiene
; B (189BA(3A — 7B) — 50A +vL1)* Z,
20 ™ T116143430860800(A — 5B)5(A — B)5
que es no nulo si
B(A—-5B)(A— B)Z, # 0, (4.73)

donde L, y Z; son expresiones dadas previa al Teorema . El segundo cero (r*, a*)

del sistema (4.67)) es

(7 0") = 189Bh(7B—3A)+50A+\/L_10
A VR(A-5B)(A-B) )

(4.74)
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que esta bien definido si

189Bh(7B — 3A) + 50A + /Ly

Ly >0, (A-5B)(A—B) #0, (A—5B)(A— B) > 0. (4.75)
Evaluando el Jacobiano Jy, (.o en el cero (r3,a*) se tiene
;  B(189Bh(TB — 3A) + 50A + VL) Zs
P2(r3.0) = 1 4517928857600(A — 5B)5(A — B)®
que es no nulo si
B(A—-5B)(A— B)Zy # 0, (4.76)

donde Z; es la expresion dada previa al Teorema |4.3] Por tanto podemos aplicar el
método del promedio de segundo orden para concluir que los ceros en (4.71)) y

proporcionan al menos dos familias de soluciones periddicas del sistema diferencial
(4.62). Esto completa la demostracién del Teorema [4.3| en los apartados (b) y (c).

Observacién 4.10 Note que las condiciones sobre los parametros A, B, A en (|4.72))
y (4.73]) asi como (4.75)) v (4.76) forman conjuntos no vacios (ver Figura [4.7)).

Figura 4.7: Regiones en el espacio de pardmetros (4, B,A) € X5, ,i = 2,3.

-5
5 A

NAAWA

P\

W W — —
)
Yl

NN T L))

\

5 +

2
(4.5 8) € X (4, B,A) € ¥y,

Subcondicién 1.3.2: Si a = £7 (es decir para k = %1), tenemos que la funcién

for =0y fog en la variable r es:

1
foo(r, £m/2) :ﬁﬁ (63A%r* + 91ABr? (3h — 2r®) + B*(174h* — 303hr? + 1151)

— 50Ar?).



108

Resolviendo la ecuacién foo(r, £7/2) = 0, tenemos como raices a

o \/38h(101B —91A) $50A -5, \/SBh(101B —91A) +50A + S
e 126A2 — 364AB + 23082 ' * 126A2 — 364AB + 230B2 '
Notemos que el sistema (4.67)) tiene cuatro ceros (r*, o) dados por

. .. { [3Bh(101B—914) + 50A — §
(i, a%) = <\/ 19647 —364AB 123082 /%) (4.77)

(4.78)

(13 0%) = \/SBh(101B —91A) +50A + S 12
2 126A% — 364AB + 230B% '
Los ceros (r},a*) estdn bien definidos para valores de los pardmetros A, B y A tal
que

3Bh(101B — 91A) + 50A — S

126A% — 364AB + 230B> . 4.
6A% = 36445 +2308° 72 0, — o e 36aaB 1 23057 " (4.79)
El Jacobiano de f, evaluado en (4.77)) es
p  B(3Bh(91A4 — 101B) — 50A + 8)"Z,
2RO T 102400 (6342 — 18248 + 115B2)°
que es no nulo si
B (63A% — 182AB + 115B%) Z3 # 0. (4.80)

Ademas los ceros del sistema estan bien definidos para los valores de
los parametros A, B y A tal que
3Bh(101B —91A) 4+ 50A + S
126 A% — 364AB + 23082
El Jacobiano de f; evaluado en (73, a*) es
1
102400 (6342 — 182AB + 115B2)°

(126 A% — 364AB + 230B%) # 0, > 0. (4.81)

Jpo(rs0n) = — B(3Bh(101B — 91A4) + 50A + S)2Z,,

que es no nulo si
B (63A% — 182AB 4 115B%) Z; # 0, (4.82)

donde S, Z3 y Z, son expresiones dadas previa al Teorema [£.3] Por el método del
promedio de segundo orden concluimos que los ceros y (4.78)) proporcionan al
menos cuatro familias de soluciones periédicas del sistema diferencial . Esto
completa la demostracién del Teorema [4.3| en los apartados (d) y (e).
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Observacién 4.11 Note que las condiciones sobre los parametros A, B, A en (4.79))
y asf como ([£.81) y (4.82) forman conjuntos no vacios (ver Figura [4.8).

Figura 4.8: Regiones en el espacio de pardmetros (4, B,A) € ¥ 5,1 = 4,5.

A
‘1

—

=

<A
\

S
=

PR
=
N

y

(A, B,A) € 24, (A, B, A) € 55,

Condicion 1.4: Si consideramos
r*(50B — 49A4) + 908 cos(2av) (r* — 2h) — 240Bh = 0,

entonces tenemos « escrito en términos de r como

49Ar? 4+ 240Bh — 50Br? .
180Bh — 90Br2 gk

n
o = §arccos —

donde n = —1,1, y k € Z. Debido a la periodicidad de la funcién coseno se debe
considerar los casos k = 0 y kK = 1. Podemos notar que el caso k = 1 genera una
complejidad computacional para localizar ceros explicitos de la funcién fos(r, o). Por

lo que so6lo consideramos el caso k = 0.

Si k =0, entonces o = —1 arc cos —49AT2 +240Bh — 5081
- R 180B%h — 90B1?

), la funcién foy en

la variable r es:

) =Tpog” (r'(467A7 — 2000AB + 1250B%) + 90Bhr?(324 — 49B)
5Art

1980B%h*) — .
+ 1980B°h?) T

f22(7”a «
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Resolviendo la ecuacién foo(r, ) = 0, obtenemos las siguientes raices:

VA 467 A% — 2900AB + 125082

B \/3 (1053h(32A — 49B) — T50A + \/L_Q)

7 467A2 — 2900AB + 1250 B2

) \/_ 3 (105Bh(32A — 49B) — T50A + \/LQ)

Sustituyendo r] y 75 en a, se tiene

a*——larcsec K a*——larcsec —%
12 ) J )’

donde las expresiones J, Ly, W y W; son dadas previa al Teorema [4.3] Notar que el

sistema ([4.67)) tiene cuatro ceros:
(ri;en) (o) (ry,af) y (r3,03). (4.83)

El primer cero (r], aj) estd bien definido si

105Bh(32A — 49B) — 750\ + /L,
467A% — 2900AB + 125082

W
‘7‘ <1, (467A% — 2900AB + 1250B?) # 0. (4.84)

Ly >0, < 0,

El Jacobiano de f; evaluado en el cero (r}, of) es

B 81BZs 7
301181440004 (467 A% — 2900AB + 125082)°’

GRS
que es no nulo si
(467A% — 2900AB + 1250B%) BW Zs Zg # 0. (4.85)

donde las expresiones Z5 y Zg son dadas previa al Teorema {4.3| El segundo cero

(ry, a3) estd bien definido para valores de los pardmetros A, B y A tal que

105Bh(32A — 49B) — T50A + /I,

L
2> 0 e A2 —2000AB + 125082
4%
‘71 < 1,(467A* — 2900AB + 1250B?) # 0. (4.86)

El Jacobiano de f; evaluado en el cero (1], a}) se tiene

B 81BZs 7y
3011814400W4 (467A% — 2900AB + 1250B82)°’

Ja(r7 a5)
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que es no nulo si
(467A2 — 2900AB + 1250B2) BW1Zs5Z; # 0, (4.87)

donde la expresién Z; es dada previa al Teoremal[d.3] El tercer cero (r3, o) estd bien
definido si

105Bh(324 — 49B) — 750A + /I
467A2? — 2900AB + 125052

W
‘7‘ <1, (467A% — 2900AB + 1250B?) # 0. (4.88)

L2>O, >07

El Jacobiano de fy evaluado en (73, af) es

B 81B 737,
30118144004 (467 A% — 2000AB + 1250B2)°’

Tpa(r3,09)
el cual es no nulo si
(467A% — 2900AB + 1250B%) BW Zs Zy # 0, (4.89)

donde las expresiones Zg y Zg son dadas previa al Teorema [£.3] Finalmente el cuarto
cero (15, a3) estd bien definido para los valores de los parametros A, B y A que
satisfacen las condiciones:

105Bh(324 — 49B) — 750A + /I
467A? — 2900AB + 125052

<1, (467A% — 2900AB + 1250B?) # 0. (4.90)

L2>O, >07

‘ W

El Jacobiano de f; evaluado en el cero (73, a3) se tiene

B 81BZs 71
~ 3011814400W7 (467 A% — 2000AB + 1250B2)°’

Tpa(r5,03)
que es no nulo si
(467A% — 2900AB + 1250B%) BW; ZgZ1 # 0, (4.91)

donde la expresiéon Zjy es dada previa al Teorema [£.3] Aplicando el método del
promedio de segundo orden en esta Condicién 1.4 obtenidos en proporcionan
al menos cuatro familias de soluciones periddicas del sistema diferencial . Esto
completa la demostracién del Teorema [4.3] en los apartados (f), (g), (k) e (7).
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Observacion 4.12 Note que las condiciones sobre los parametros A, B, A dados en

(4.124])-(4.125]) asi como (4.86))-(4.87)), (4.88))-(4.89)) y (4.90)-(4.91)) forman conjuntos
no vacfos (ver Figura [1.9).

Figura 4.9: Regiones en el espacio de pardmetros (A, B,A) € £ 5,,i =6,...,9.

5

(A7 B7 A) € Z:?4BA (A7 B7 A) € 21943/\

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periédicas en el

caso 1. O
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Corolario 4.2 La familia de soluciones periddicas (z(t,e),y(t,€), p(t,€),py(t,€))
del sistema hamailtoniano obtenidos a partir de los ceros (r*,a*) de la funcion

promedio, en cada nivel de energia positiva Hy = h son dados por

A continuacion presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periédicas

determinadas en el Teorema [4.3]

Teorema 4.4 (Estabilidad) Todas las familias de soluciones periddicas del Teo-

rema[{.3 son inestables.

Demostracion. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periddicas
dadas en el Teoremald.3|se aplicard el Teoremal|2.6|que dice que el tipo de estabilidad
de las soluciones periédicas viene dado por el signo de los autovalores A\; y Ag de la

matriz jacobiana Jy, (o) evaluada en los ceros (r*, a*).

(i) Las dos familias de soluciones periddicas dada en el Teorema [4.3| parte (a) son
inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f5 evaluada en los

ceros (r*, a*) son

7 126A2h — 140ABh — 56B2h — 50A)?
A\ = ——DBR}(TA+10B)y |1 — ( > ) :
20 (49ABh + 70B2h)
)\2 - —>\1.

Notar que la condicion de estabilidad sobre los parametros A, B, A es no vacia

126A%h — 140ABh — 56B2h — 50A
{ (A,B,A) € ! 1.
A BA) € Xpn v ( 19ABh + 10B%h ) =

(ii) La familia de soluciones periddicas en el Teorema parte (b) son inestables,

pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f; evaluada en los ceros (r*, o*)
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SOn
1
T 3810240(A — 5B)2(A - B)2\/(A _5B)(A - B)

189Bh(7B — 3A) 4 50A — VL1
(A—5B)(A— B)

)Z117
A2 = — A,

donde la expresién Z;; es dada previa al Teorema Podemos observar
que la condicién de estabilidad sobre los parametros A, B, A es no vacia si
(A,B,\) € X%, (A—5B)(A— B) > 0.

(iii) La familia de soluciones periddicas del Teorema parte (c) son inestables,
pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f, evaluada en los ceros (r*, a*)
son:

1
T 3810240(A — 5B)2(A — B)2\/(A - 5B)(A - B)

189Bh(7B — 3A) + 50A — /L1
(A—5B)(A—B)

212,
Ay = — Ay,

donde la expresion Z15 es dada previa al Teoremal4.3| En este caso la condiciéon
de estabilidad sobre los pardmetros A, B, A es no vacia si (A, B,A) € Y354,
(A—5B)(A— B) > 0.

(iv) Las dos familias de soluciones periédicas dada en el Teorema [4.3| parte (d) son

inestables, pues

» Los autovalores de la matriz Jacobiana Jy, evaluada en
(r1.7/2) co \/3Bh(10lB —91A) +50A — S
T, T nry=

b ' 126A2 — 364AB + 23052

, Son:

Zi3

B 1 \/33(1013 —91A)h + 50A — S
160 (6342 — 182BA + 115B2)°* V. 126A% — 3648 A + 2305°

>\2 = - )\17
donde la expresién Z;3 es dada previa al Teorema [4.3] Se puede observar

que la condicién de estabilidad sobre los parametros A, B, A es no vacia si
(A, B,A) € ¥4 5, (6342 — 182AB + 115B?) > 0.
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= Los autovalores de la matriz Jacobiana Jy, evaluada en (rq, —7/2) son:

L 1 33(101B—91A)h—|—50A+\/L32
©160(634% — 182BA + 11552)°? 126A2 — 364BA + 23082 '
>\2 - _)\la
que satisfacen \; = —\y, donde la expresién Zy4 es dada previa al Teorema |4.3]

» Los autovalores de la matriz Jacobiana Jy, evaluada en (r*, a*) = (o, 7/2)
\/3Bh(101B —91A4) +50A + S
con ro =

126A2 — 364AB + 230B2
Jacobiana Jy,(y, x/2), €s decir, Jp,(ryx/2) = Jfo(r,7/2), asi decimos que la

, son los mismos que la matriz

familia de soluciones periddicas dada en el Teorema parte (e) es in-
estable. Andlogamente los autovalores de la matriz Jacobiana Jy, (., —x/2)
es igual a los autovalores de Jy,(r; —r/2) ¥ €OMO Jp,(ry,—x/2) = Jfo(r1,~/2)
concluimos por (iv) que la familia de soluciones periédicas son

inestables.

(v) Finalmente la familias de soluciones periédicas dada en el Teorema parte
(f),(g), (h), (i) son inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de
f2 evaluada en los ceros (%, o*) satisfacen A\ = —\q. Los autovalores no estén

escritos por su extension algebraica.

Asi el Teorema de estabilidad queda demostrado. O

Caso 2: F=0,A=0,m=0.

Si F=0,A=0,m=0y A #0, entonces el Hamiltoniano (4.51)) con potencial de

grado 6, se reduce a

1 A 1
Hy, = ($2 + y2) + = (pi +p§) +e€ (—x5 + Ba:3y2> +e2-0\y0, (4.92)

2 3 6

DO | —
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donde A, B, X\ son parametros reales arbitrarios. El sistema hamiltoniano asociado

a la funcién Hamiltoniana (4.92)) es

' =Pz,

Yy =py,

P, =—x — e (Az* + 3B2%y?),

Py=—y— e(2Bx3y) — 2\ (4.93)

La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.93)) es nece-
sario para aplicar el método del promedio, por lo que hacemos el cambio de variable

('T7y7pw7py) — (Taeapa Oé) S ]R,+ X Sl X ]P\,+ X Sl deﬁnida por

x=rcosl, y=pcos(d +a), p,=rsinb, p, = psin(d + «a),

parar > 0y p > 0. El nivel de energia h de Hy en coordenadas polares es:

1 1
h :% (r*+p°) + 6/\,0652 cos®(a +0) +¢ (BAT5 cos®(0) + Bp*r® cos®(0) cos® (o + 9)) ,
(4.94)
y las ecuaciones de movimiento son dados por:
1
T :—6( — Ar®sin(6) cos*(0) — 3Br*(2h — r?) sin(#) cos?(#) cos? (o + 9)),
r
: 1
0=—-1- —5<A7‘4 cos®(0) + 3Br?(2h — r?) cos®(0) cos* (a + 0)),
r
p=—2Br’sv/2h — r2 cos’(0) sin(a + 6) cos(a + ) + Ae? <— (2h — r2)5/2>
sin(a + 6) cos®(a + 6),
& :16 (Ar* cos®(6) + 3Br? (2h — 1) cos®(0) cos®(av + 0) — 2Br® cos®(6) cos* (o + 6))
r
1
+ =¢? (AT5 cos®(0) — X (2h — 7"2)2 cos®(a + 0)) . (4.95)
”
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El sistema diferencial en su forma estandar es

r = <r2 sin(6) cos*(6) (Ar? cos?() — 3B (r* — 2h) cos”(a + 0)) >g + ( - ér?’ sin(#)
cos®(0) (54%r* cos*(0) + 12ABr? (5h — 2r?) cos®(6) cos*(av + 0) + 1582 (1> — 6h)
+15B2 (12 = 6h) (1 = 2h) cos*(a + 0)) )e* + O(=?),

o! =(Br (5r° — 6h) cos’(9) cos*(a + ) — Ar* cos?(6) ) + ((A%° cos™(6) + §A3r4
(30 — 17r2) cos®(0) cos*(a + 0) + 9B (* — 2h)” cos®(8) cos* (a + 0)

+ A (r2 = 2h)% cos®(a + 9))52 +0(e%). (4.96)

En este caso la funcién promedio de segundo orden es fo = (fa1, fao) donde

for :%Br sin(20) (12 = 21) (r2(50B — 494) + 90B cos(2) (r* — 2) — 240Bh),

fo2 = % (63A% — 280AB + 170B%) + Br?(cos(2a)(3hr*(49A — 170B) + 2r*

160 (
(50B — 49A) + 480Bh?) + 45B cos(4a) (2h* — 3hr® + 1)) + 6Bhr*(70A

~ 113B) + 564B2% + 50A (r* — 20)" ). (4.97)

Siguiendo el método del promedio de segundo orden, necesitamos determinar los

ceros (r*,a*) de
fai(r,a) =0, parai=1,2, (4.98)

y luego debemos verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jy,(,.«) evalu-

ada en los ceros (r*, o*) sea no nulo.

Antes de enunciar los resultados en este Caso 2, consideremos las notaciones

siguientes en relacién con los pardmetros parametros A, By \:
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P, =378 (A2 — 6AB + 5B2) (567B2h2 — 100h\) — (56TABh — 1323B%h + 50))°.

P, =4(378(A%* — 6AB + 5B%)(567B%h% — 100h)\) — (567ABh — 1323B%h +
500)2)3 + (—21432600A%h%)\ + 19289340043 Bh2A — 486091368 A2B*h3 —
514382400 A2 B2h>\— 5670000 A2h\2+972182736 A B h3 4321489000 A B*h2 A+
25515000 ABhA2 + 378071064B%h3 — 150028200B4h2)\ — 850500082hA2 —
25000013)2.

Py =—354375h\? (2A? — 9AB + 3B?) — 2679075h*A(A* — 9A®B + 24A?B? —
15AB3 + 7B*) + 6751269B*h3(3A + B)(7B — 3A) — 31250)3.

_ 567ABh — 1323B%h + 50 N 1 (
! 189 (A2 — 6AB + 5B?) 189+/2 (A2 — 6AB + 5B2)
21432600A*h2N  +  192893400A3Bh*)\  — 486091368 A%2B*h?

514382400A2 B2h2A— 5670000 A2h\2+972182736 AB> h3+321489000 A B3h A+
25515000ABhA? + 378071064B%h3 — 15002820082\ — 8505000B82h\% —
250000%° + P5)"° — (3/5(378 (A2 — 6AB + 5B2) (567B2h2 — 100h)\) —

(56TABh — 1323Bh + 50)\)2)> . (189(A2 — GAB +5B%)( — 21432600 A'h2 )\ +
10289340043 BR2A  —  486091368AB*h? —  514382400A°B%h2\  —
5670000 A2h\? + 972182736 AB>h® + 321480000 AB3h2\ + 25515000 ABRN? +
BTSOTLOGABC NS — 150028200 B*h?A — 85050005252 — 250000X° + /5 ") -

Ps =4(6(63A% — 182AB + 115B2)(87B%h* — 100h)\) — (273ABh — 303B2h +
500)2)% + (—21432600A%h2\ — 13759200A43B3h% + 92874600A3Bh2)\ +
27792072 A2B*h? — 150746400 A2 B2h2\ — 5670000 A2h\2 — 14859936 AB°h3 +
105651000AB3R2\ + 12285000ABhA2 + 1068984 B°h3 — 27232200B*h2\ —

5805000 B2hA2 — 2500001%)2.
Ps =126v/2A%h (661B%h + 600\) — 546ABR(8(—16875hA\*(424% — 91AB +

43B?%) 4 189B%h3(101B — 91A4)(10042 — 91AB + 7B2) — 675h2\(3969A* —
171994%B + 27916A2B% — 19565AB° + 5043B%) — 312500%) + /F5)"* +
2%/3(8(—16875h\?(42A2 — 91AB + 43B?) + 189B%h3(101B — 91A)(100A% —
91AB + 7B?) — 675h2\(3969A4* — 17199A%B + 27916A2B> — 19565AB° +
5043B*) — 31250A%) + /P5)%® + 606B%h(8(—16875hA\%(424% — 91AB +
43B?) + 189B3h3(101B — 91A)(100A% — 91AB + 7B?%) — 675h*\(3969A* —
171994°B + 27916A2B% — 19565AB% + 5043B*) — 31250\%) + /75)"° —
3276/2ABh(43B%h + 50\) 4 2v/2(31779B*h? 4- 3870082h\ + 2500\?).
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P; =—16875hA\2(42A2—91 AB+43B2)+1893%h3(101B—91A) (10042—91 AB+
7B2) — 675h?A(3969.A% — 17199 A3 B 4 27916 A2 B2 — 19565 A B3 + 5043 B%) —

31250A°.

Py =(10593v/2h2B*) ( (6342 — 182BA + 115B?) (1068984h* BS —
14859936 Ah*B®  +  27792072A%h*B'  —  27232200h*AB*  —
13759200A%h*B* 4+ 105651000Ah*AB?  —  5805000h\*B*
150746400A%h*AB* 4+ 12285000AhN°B  +  9287T4600A*h*AB
250000A3 — 567000042h)2 — 21432600A4%h2\ + /F5)"%)™
(23478v/2Ah*B?) ((63A% — 182BA + 115B2) (10689841 B° —
14859936 Ah® B5 +27792072A%h3 B* — 27232200h* A\ B* — 13759200 A%h3 B3 +
105651000Ah*AB®  —  5805000hA\?B*  —  150746400A%h*AB?  +
122850004hN°B + 92874600A°A*AB — 250000A% — 5670000A%hA* —
21432600402\ + VEB)') TN 4 [1h D -

6342 — 182BA + 11552
(13881v/2A%h2B?) ( (6342 — 182BA + 115B?) (1068984h% BS —

14859936 Ah3B® 4+ 27792072A2h*B'  —  27232200RAB'  —
1375920040383+ 105651000Ah2AB*  —  5805000hA2B?

150746400A%R2AB2  +  12285000ARA2B  +  92874600A3h’AB

25000003 — 567000042hA2 — 214326004%h2\ + B5)Y) Tt +
(12900v/2hAB?) ((63A% — 182BA + 115B%) (1068984h° B° —
14859936 Ah3 B 427792072 A2h3 B4 —27232200h2 )\ B* — 13759200 A3h3 B3 +
105651000AR2AB?  —  5805000hA2B>  —  150746400A2h2AB?  +
122850004hN2B + 92874600A%h2AB — 25000003 — 5670000A2h)2 —
214326004°h%\  + VE)')TN - I1AnD -

63A2 — 182BA + 11532
(27300v/2ARAB) ((63A% — 182BA + 115B2) (1068984h° B —

14859936 Ah3 B® 427792072 A%h3 B* —27232200h* A\ B* — 13759200 A3h3 B3+

105651000Ah2AB%  —  5805000RA\2B2  —  150746400A2h2AB2  +
12985000AhNZB + 92874600A3h2AB — 25000003 — A5670000A?im2 _
- 50
921432600 A4R2\ VPV -
* ") 3(63A% — 182BA + 115B?)

((1068984h3 B® — 14859936 Ah® B° + 27792072 A% B* — 27232200h* A B* —
137592004%R* B® + 105651000 Ah*AB? — 5805000h\* B



120

—150746400A2h°AB?  +  12285000ARN*B  +  92874600A43h*AB  —

9 =

250000\% —  567000042h)% — 21432600A4%h2\  +
VP) ) (392 (6342 — 182BA + 115B2) ) +

(2500v/27%) (3 (6342 — 182BA + 115B?) (106898413 B — 14859936 Ah*B® +
27792072 A%h3 B* —27232200h* AB* — 13759200 A%h3 B® +- 105651000 Ah* A B* —
5805000RA2B?  —  150746400A%h*AB?  +  12285000AhN’B  +
92874600A%h*AB  — 250000X* — 56700004%hA? — 21432600A*h*\ +
V)T 4 (12600924%00) ( (6342 — 182BA + 11582) (1068984h3BS —
14859936 Ah® B® + 27792072A%h3 B* — 27232200h2AB* — 13759200A%h° B® +
105651000 AR*AB* —5805000hA* B — 150746400 A?h* A B +12285000Ah A2 B+

92874600 A3h? A B —250000A° — 5670000 A2h\2 — 21432600 A*h2 A +/F5) /%) 7.
 30(224ABh — 343B%h + 50))

— 5193571446000 A*h2\
7(467A2? — 2900AB + 1250B82) ((
8166334982400 A3 B3h3 +53826307920000 A3 Bh? A +11640538009800 A B*h3 —

154570839570000A2B?h*A  — 2383101000000A%hA* + (4(3780(467A?
2900AB + 1250B2)(77B%h* — 100h\) — 8100(224ABh — 343B%h + 50\)%)® +
(—5193571446000A*h* X — 8166334982400 A% B*h* +53826307920000 A% Bh* A+
11640538009800A% B*h3—154570839570000A% B2h?A—2383101000000A2hA2 —
15095837484000A B® h® + 64766935800000 A B3h? A 4 12349260000000A BRA? +
25141725756000B%h% — 14269348800000B*h*X\ — 2628045000000B%h\* —
182250000000A%)2) /> — 15095837484000A B5h? + 64766935800000A B3h2 ) +
12349260000000ABRA? + 25141725756000B%h* — 14269348800000B*h*\ —
2628045000000B2h)2 — 182250000000%) /) (21/2(46742 — 2900AB +
1250B%)) ™" — (V/2(3780(467A% — 2000AB + 1250B2)(7T7B%h> — 100h\) —
8100(224ABh — 343B*h + 50))?))(21(467A% — 2900AB + 1250B%)( —
5193571446000A*h2\ — 8166334982400A° B3h? + 53826307920000A% Bh2\ +
11640538009800A% B*h3—154570839570000A% B2h?A—2383101000000A2h A+
(4(3780(4674% —  2900AB  + 1250B%)(77B*h* — 100h\) —
8100(224ABh — 343B*h + 50A)?)* 4 (—5193571446000A*h>A
8166334982400A% B3h* 4 53826307920000 A* Bh* A+ 11640538009800 A2 B*h* —
154570839570000A%B2h? X — 2383101000000 A%h A% — 15095837484000A B h® +
64766935800000AB33h? X\ + 12349260000000A BhA* + 25141725756000 850 —
14269348800000B*h2)\ — 262804500000082hX% — 182250000000A%)2)"% —
15095837484000A B® h® + 64766935800000 A B3h? A + 12349260000000A BRA? +
25141725756000B%h% — 14269348800000B*h*X\ — 2628045000000B%h\* —
1822500000004%) /%) .




4.3 El promedio de segundo orden aplicado al sistema hamiltoniano... 121

Pl =—540101520h% — G00112800h2A — 19845000h\> — 125000A3 -+
6804m(h3(—729137052h3 — 150028200h%\ +  168682500h\% +
1/2
150000(»\3))

Py :( — 255197968200h* — 135025380(2050\ + /Pro)h® + 250047(—7500\% —

600¢/Prod + PY*)R2 + 1890(5A(20000X> — 525¢/PoA + TPY%) +
1701v/21(h3(—729137052h3 —  150028200Ah2 + 168682500\2h +
150000003) 2k + 170121 (h3(—729137052h3 — 150028200Ah2 +
16868250072k + 150000003))Y2(/Pry — 50A) + 625A2(2500A2 —
509/Poh  +  PY)Y?(1630084622715729479892420828h10
6154407280987075962180( 178850\ + 629/ Prg)h? +
11397050520346436967 (— 2674725002 - 338400~/ Pro) +

143P5 %)k +  603018546050076030(47628+/21 (h¥(—729137052h%  —
1500282000h% + 16868250002k + 1500000A%))"% — 5A(455160000A2 —
727875¢/PioA + 508PL%)AT — 45579633110361(1250(3810735000A% —
372614259/ Pk + 46454P0°) N2 +  1701v/21 (h3(—729137052h%  —
150028200Ah2  +  1686825000%h  +  15000000%))*(579/ P —
607600A))h®  +  16881345596430(1701v/21 (h?(—729137052h%  —
1500282000k +  168682500A%h +  15000001%))"/*(699750A2  —
1665¢/PoA  + P — 3125)\3(21651000002 — 2566125¢/PoA  +
12664P°))h°  +  223208222175\(1701v/21 (h3(—729137052h%  —
1500282000k +  168682500A2h +  1500000\%))"/*(788750002 —
91575/ProA + 104P2) — 31250A3(4504500002 — 560025/ProA +
4832P0°))h* 4 4219543125X2(1701v/21 (h3(—T729137052h%  —
1500282000k  +  1686825000%h +  1500000\%))"/*(17420000A2 —
271500/ ProA + 1333P1%) — 31250A3(372900000% — 513075¢/PoX +
6202P;°))h? 4+ 19534921875X3(1701v/21 (h3(—~729137052h%  —
1500282000k +  168682500A2h  +  15000001%))/*(63000)2  —
1305¢/PoA  + 11PY%)  —  6250A3(356250A2 — 5625¢/Po\  +
86 PY*))n? + 2583984375\*(1701/21 (h3(— 729137052k
1500282000k + 16868250002k  +  15000001%))"/*(3500)2
90¢/ProA + P%) — 6250A3(12500A2 — 225¢/PioA + 4P*)h +
9765625)\%(1701+/21 (h*(—729137052h% — 150028200\h? + 168682500\2h +
1500000A%)) /% (250002 — 75/ PioA + P2*) — 1562573 (250072 — 50/ ProA +
P)))"?(—1000188h2 + 3150(</Pro — 84\)h — 250002 — P2/
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+50AY/Pro)/2(1000188h%  —  2646(¢/Py  —  100Mh
2500\ + Pt - 5O>\€/P_10)1/2<( —  255197968200h*  —
135025380(2050A + {/Pio)h® +  250047(—7500A> — 600¢/Poh  +
PY5R2 +  1890(5A(20000A2  —  525¢/PpA 4+ TPYYY 4
1701+/2173(—729137052h3 — 150028200Mh2 + 168682500A2A + 15000003%))A+
1701v/21(h3(—729137052h%  —  150028200Ah2  +  168682500A%h  +

N 1/2
1500000X%))/2(§/Pyg — 50A) +62572(2500A2 — 50/ Proh + Ppy°)) (Pio) 1) .

Ademas para el nivel de energia positiva Hy = h consideremos los siguientes con-

juntos:

9A? — 10AB — 4B?
B(7TA+ 10B)

B(TA +10B)(A — 2B)(9A — 2B)(2A — B)(2A + B) # o}

1

N2 = {(A, B,\) e R?: (BP4 (2h — P,) (Pi(7TA — 20B) + 60Bh) (Py(378Bh(3A

— 7B) + 189P,(A — 5B)(A — B) + 100\) + 2h (567B*h — 100)\) )) £ 0,

V/8P; + /P ( — 378Bh(3A — TB) — 100\ + V4/8P; + /P5) — 2v/2P; N

378/8P; + /Po(A — 5B)(A — B)

100A{/SP; + v/Ps — Py
/8P + /P5 (37842 — 1092AB + 690B2)
(BP8 (2h — Py) (Ps(49A + 40B) + 60Bh) (Ps(3P5(634% — 182AB

Ay = {(A,B, A eR?: <0,
+11552) + 6BA(91A — 101B) + 100A) + 21 (STB*h — 100)) ) )
/8P, + \/Ps(378A% — 1092AB + 690B2) # o}

49AP, + 240Bh — 50BP,
B(18h — 10P)

<7P9 (Py(7TA — 20B) + 60Bh) (Py(49A + 40B) + 60Bh) B

Al = {(A,B,)\) cR3: Py >0,

< 10,

(7Py(467A% — 2900A + 1250B8%) + 60y (7Bh(32A — 49B) + 50)\)
+60h (77B%h — 100A) )) B(18h — 10R;) ) # 0}

El resultado principal en este Caso 2 corresponde a la existencia de soluciones
periddicas del sistema (4.93]).

}
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Teorema 4.5 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con ¢ > 0
suficientemente pequeno, A, B y A\ numeros reales arbitrarios, el sistema hamilto-
niano tiene familias de soluciones periddicas o(t,e) = (x(t,e), y(t, €), py(t, €),
py(t,e)) donde

y(t,e) =r*cos(t) + O(e),
y(t,e) \/7COS t+a*) + Ofe),
py(t,e) =r sm(t) + O(e),

(¢,€)

=V 2h — r*2sin(t + o*) + O(e).

Las soluciones del sistema hamiltoniano son contadas como sigue, existe

py(t, e

(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € Alp\, v

L. 1 1842 — 20AB — 8B°
(r,a)—(\/ﬁ,garccos( B{7A T 105) ))

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,\) € Ngy, ¥y

. V/8P3 + \/Ps( — 378Bh(3A — 7TB) — 100\ + V/4y/8P5 + /P3) — 2[131
r =
378/8P; + /P2(A — 5B)(A — B)

a* =0

(¢) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € A% g\, ¥

() 100\ /8Py + /5 — Py
r,a) = —

o/8P; + \/P5(378 A2 — 1092AB + 690B2)

+7/2

(d) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,\) € N4g,, v

49APy + 240Bh — 50B Py
180Bh — 90B Py

1
(r*,a*) = ( Py, i§ arc cos (—
donde Py, Py, P3, Ps, Ps, P; y Py son expresiones dadas previa al Teorema[{.5
Demostracién. De (4.97)) se tiene que
1
fo1 ==—Br’sin(2a)(r* — 2h) (r*(50B — 49A4) + 90B cos(2a) (r* — 2h) — 240Bh) .

320

Resolviendo la ecuacion fo (r, o) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:
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Condicion 2.1: r =0,

Condicién 2.2: r = /2h,

Condicién 2.3: sin(2«a) = 0,

Condicién 2.4: (r?(50B — 49A) + 90B cos(2a)(r* — 2h) — 240Bh) = 0.

A continuacién analizaremos cada caso.

Condicion 2.1: Sir = 0, entonces sustituyendo en el sistema (4.98)) tenemos

f21 :()7
5h2\
=2

Note que el jacobiano de f5 es nulo pues fo; = 0, asi el método del promedio de

segundo orden no da informacién sobre las soluciones periddicas del sistema.

Condicién 2.2: Si r = v/2h, tenemos que la funcién fo; = 0y foo en la variable «

es:
foa(V2h,a) = %h?’ (184 — Bcos(2a)(7TA+ 10B) — 20AB — 8B%) .

Resolviendo la ecuacién fos(v2h, ) = 0, tenemos como raices a

. N 18A4% — 20AB — 8 B> I
= — I
A1 = g areees B(7A +10B) ™
donde n = —1,1, y k € Z. Por la periodicidad de la funcién coseno, es suficiente

considerar k € {0,1}. Asi tenemos cuatro ceros del tipo

n 18A2% — 20AB — 8B?
Lat) = 2h, — . 4.
(r*, o) (\/ h,zarccos( B(7A+10B) )—I—/{??T) (4.99)
donde n = —1,1, k = 0,1 y estos estan bien definidos para los valores de los

parametros A y B si

9A2 — 10AB — 4B>
B(TAB + 10B)

1
—. 4.100
<3 (4.100)

B(7TAB 4 10B) # 0, ’
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El Jacobiano de f> evaluado en los ceros (7%, a*) de es

421

J ) (Vi) = m(A —2B)(9A — 2B)(2A — B)(2A + B)hS,

f2

que es no nulo si
(A—2B)(9A —2B)(2A — B)(2A+ B) #£ 0. (4.101)

Por el método del promedio de segundo orden podemos concluir que los cuatro ceros
corresponden a diferentes condiciones iniciales de la misma solucién perddica
del sistema diferencial . Portanto existe al menos una solucién periélica del
sistema y esto completa la demostracion del Teorema parte (a).

Observaciéon 4.13 Note que las condiciones sobre los pardmetros A, B en (4.100))

y (4.101)) forma un conjunto no vacio (ver Figura [4.10)).

Figura 4.10: Regién en el espacio de parametros (A, B,\) € Al5,.

Condicién 2.3: sin(2a) = 0 & a = kn/2 con k € Z, debido a la periodicidad

de la funcion seno estudiamos los casos k = 0,2, £1 en las siguientes subcondiciones:

Subcondicion 2.3.1: Si a = 0 6 a = 7, tenemos que la funcién fo5 en la variable

T es:

Faa(r,0) = — % (630 (r*(A = 5B) + 6Bh) (1*(B — A) — 3Bh) — 50X (12 — 21)°).
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Resolviendo la ecuacién fag(r,0) = 0, tenemos sélo una raiz real

. V/8Ps + /Py — 378Bh(3A — TB) — 100\ + V4v/8P; + Py) — 232 P
o
3783/8P; + /Po(A — 5B)(A — B)

donde las expresiones P;, P2, P3 son dadas previa al Teoremal[4.5] Note que el sistema
(4.98]) tiene un cero dado por (r*,0), que esta bien definido para los valores de los
pardmetros A, B y A tal que

/8P + v/Po( — 378Bh(3A — TB) — 100\ + V48P + V/P,) — 232,

>0,
378¢/8P; + /P,(A — 5B)(A — B)
3781/8P; + \/Ps(A —5B)(A — B) #0. (4.102)

El Jacobiano de f; evaluado en el cero (r*,0) es

1
Tpre9) = = T (7BP2 (2h — Py) (P4(TA — 20B) + 60Bh) (Py(378Bh(3A — 7B)

+ 189P;(A — 5B)(A — B) + 100)) + 2h (567B*h — 100)) )),
el cual es no nulo si

(BP4 (2h — Py) (Py(TA — 20B) + 60Bh) (Py(378Bh(3A — 7B)

+189P;(A — 5B)(A — B) + 100)) + 2h (567B*h — 100)) )) #0, (4.103)

donde la expresién P, es dada previa al Teorema Por tanto concluimos por el

método del promedio de segundo orden que el cero (r*,0) proporciona al menos una
soluciéon periddica del sistema diferencial . Esto completa la demostracion del
Teorema 4.5 parte (b).

Observacién 4.14 Note que las condiciones sobre los pardmetros A, B y A en
({4.102)) y (4.103) forma un conjunto no vacio (ver Figura [4.11)).
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Figura 4.11: Regién en el espacio de pardmetros (A4, B,\) € A% g,.

Subcondicién 2.3.2: Si a = £7/2 (es decir para k = £1), entonces la funcién fa

en la variable r es:

1
foalr, dem2) =15 (0 (634% — 182AB + 115B2) + 3Bhr' (914 — 101B)

+1TAB R 4 50A (12 = 2) ).
Resolviendo la ecuacién foo(r, £7m/2) = 0, se tiene una raiz real
. 100\/3P; + /B — Py
== ,
V/8P; + \/P5(378 A2 — 1092AB + 690B2)

donde las expresiones Ps, Ps y P; son dadas previa al Teorema [4.5 Observe que el
sistema (4.98)) tiene dos ceros dados por (r*, £7/2), que estdn bien definidos si

100AY/8P; + /5 — Ps

P >0, < 0,
\/8P; + \/P;(378A% — 1092AB + 690B2)
\/ 8P; + \/P5(378A% — 1092AB + 690B?) # 0. (4.104)

Evaluando el Jacobiano en los ceros (r*, +m/2) se tiene

R :ﬁ (Bpg (2h — Ps) (Ps(49A + 40B) + 60Bh) (Ps(3Ps(634% — 182AB
+11552) + 6BA(91A — 101B) + 100A) + 20 (STB*h — 1001) ) ),

que es no nulo si

(BP8 (2h — Pg) (Ps(49A + 40B) 4+ 60Bh) (Ps(3Ps (63A% — 182AB + 115B?)

+6BA(914 — 101B) + 100)) + 21 (STB*h — 100) ) ) #0, (4.105)
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donde la expresion Py es dada previa al Teorema Por el método del promedio
de segundo orden concluimos que los ceros (r*,£7/2) proporcionan al menos dos
familias de soluciones periddicas del sistema diferencial . Esto completa la
demostracién del Teorema 4.5 parte (c).

Observacién 4.15 Note que las condiciones sobre los pardmetros A, B, A en (4.104))
y (4.105]) forma un conjunto no vacio (ver Figura [4.12)).

Figura 4.12: Regién en el espacio de parametros (A, B, \) € A% p,.

Condicion 2.4: Si consideramos
72(50B — 49A) + 908 cos(2a)(r* — 2h) — 240Bh = 0,

entonces tenemos que « en términos de r es

n 49A7r? + 240Bh — 50Br?
== — k 4.106
o= g ( 180Bh — 90B1” ) " (4.106)
donde n = —1,1, y k € Z. Debido a la periodicidad de la funciéon coseno se debe

considerar los casos k = 0 y £ = 1. Se puede ver que cuando k£ = 1 genera una
complejidad computacional para localizar ceros explicitos de foo(r, ). Por lo que

solo consideraremos el caso k = 0.

1 49Ar? + 240Bh — 50Br?
Para k£ = 0, es decir, tenemos o = j:§ arc cos (— 7;8Z)LBh— 90872 - )’

entonces la funcién fyo en la variable 7 es :

1
Falr ) =700

) 2
+ 1980827 ) + oA (12 = 2h)”

" (r4(467A2 — 2900AB + 125052) + 90Bhr2(32A — 49B)
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Resolviendo fao(r, ) = 0, se tiene la raiz r* = /Py, donde Py es una expresién en

términos de los pardmetros A, B, A dada previa al Teorema [£.5] Luego sustituyendo

la raiz r* en (4.106|) se tiene

1
= 4o -
(e 2arccos<

49APy + 240Bh — 50B Py
180Bh — 90B Py

Notar que el sistema (4.98) tiene dos ceros (r*, a*) dados por

1 49APy + 240Bh — 50BP,
Lat) = Py, £ — 4.107
(r,a) ( 9 g ATECos ( 180Bh — 90BP, )) ’ (4.107)
que estan bien definidos si
49APy + 240Bh — 50BP,
P 0., B(18h — 10F, 0 10. 4.108
b >0, B b) 70, B(18h — 105) < (4.108)

El Jacobiano de fy evaluado en los ceros (4.107)) es

1
~ 34560000
(7P7 (467A* — 2900AB + 1250B%) + 60P(TBh(324 — 49B)

+ 50X) + 60h (T7B%h — 1001 ) ),

Tpatrr .oy = <7P92 (Py(7A — 20B) + 60Bh) (Py(49A + 40B) + 60Bh)

que es no nulo si

(7P9 (Po(TA — 20B) + 60Bh) (Py(49A + 40B) + 605h)
(7P (467A% — 2000AB + 1250B%) + 60P(7Bh(32A — 49B)
+50X) + 60h (T7B%h — 100A) )) £0, (4.109)

Asi concluimos por el método del promedio de segundo orden que los ceros (4.107))
proporcionan al menos dos familias de soluciones periddicas del sistema diferencial

(4.93). Esto completa la demostraciéon del Teorema 4.5 parte (d).

Observacion 4.16 Note que las condiciones sobre los parametros A, B, A en (4.108|)
y (4.109)) forma un conjunto no vacio (ver Figura [4.13)).
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Figura 4.13: Regién en el espacio de pardmetros (A4, B, \) € A z,.

Esto finaliza la prueba del Teorema de existencia de soluciones periddicas en el caso
2. O

Corolario 4.3 La familia de soluciones periddicas (z(t,e),y(t,e), p.(t, ), py(t,€))
del sistema hamiltoniano obtenidos a partir de los ceros (r*,a*) de la funcion

promedio, en cada nivel de energia positivo Hy = h son dados por

A continuacion presentamos el Teorema de estabilidad para las soluciones periddicas

determinadas en el Teorema [4.5]

Teorema 4.6 (Estabilidad) Las familias de soluciones periddicas del Teoremal4. 5

son inestables.

Demostracion. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones peridédicas
dadas en el Teorema[4.5]se aplicard el Teorema[2.6)que dice que el tipo de estabilidad
de las soluciones periddicas viene dado por el signo de los autovalores A; y s de la

matriz jacobiana Jy,(, ) evaluada en los ceros (r*, o).
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(i) La familia de soluciones periédicas dada en el Teorema parte (a) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f; evaluada en los ceros

(r*,a*) son

\ —gBh?’\/— (A= 2B)9A—2B)QA-B)RA+B) ) o

20 B2(7A + 10B)?
A2 = — .

Observemos que la condicién de inestabilidad sobre los pardametros A, B, A es no

vaclfa si (4, B,\) € ALz, v (A—2B)(9A —2B)(2A — B)(2A + B) < 0.
(ii) La familia de soluciones periddicas dada en el Teorema parte (b) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de fy evaluada en los ceros

(r*,a*) son

1
AL = P,y A2 = —Ar
12859560v/6 P,/ °
para los valores de los parametros de A = 1, B = —1. Notar que la condiciéon de

inestabilidad sobre los pardmetros A, B, \ es no vacia si (A, B, \) € A%,y Pio # 0,
donde las expresiones Pyg y Pi1 son dadas previas al Teorema [4.5]

(iii) Las dos familias de soluciones periédicas dada en el Teorema [4.5| parte (c) son

inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de fy evaluada en los ceros
(r*, a*) satisfacen \; = —\, el cual es no vacia si (A4, B, \) € A3 z,. Los autovalores

no estan escritos por su extension algebraica.
(iv) Las dos familias de soluciones periddicas dada en el Teorema 4.5 parte (d)

son inestables, pues los autovalores de la matriz Jacobiana de f, evaluada en los
ceros (r*, a*) satisfacen \; = —\q, el cual es no vacia si (A, B, \) € A 5,. Los auto-
valores no estan escritos por su extensién algebraica. Esto completa la demostracién

del Teorema de estabilidad del caso 2. O
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Caso 3: F=0,m=0

Si F=0,A#0,m=0y X #0, entonces el Hamiltoniano (4.51)) con potencial de

grado 6 se reduce a

1 1 A 1 1
H; = 5 (x2 + y2) + 3 (pi —|—p§) +e€ (3x5 + Bx3y2) + &2 <6AJ;6 + EAy6> ,
(4.110)
El sistema hamiltoniano asociado a (4.110]) es
' =Pz,
/

Y =Dy,

P, = —x —¢e (Az" + 3Bz”y?) — e°Aa°,

P, =—y —e(2Bx’y) — ° Ny, (4.111)

donde A, B, A y X son parametros reales arbitrarios.
La periodicidad en la variable independiente del sistema diferencial (4.111)) es nece-
sario para aplicar el método del promedio de segundo orden, por lo que hacemos el

cambio de variable (z,y,p., p,) — (r,0,p,a) € RT x S* x R" x S! definida por
r=rcosl, y=pcos(d +a), p, =rsinb, p, = psin(fd + a),

para r > 0y p > 0. El nivel de energia h de H3 en coordenadas polares es:

1 1
h =3 (r*+p°) +¢ (SATB cos®(0) + Bp®r® cos®(0) cos® (o + 0))
1 1
+ 52(6/\,06 cos®(a + 6) + 6A7‘6 cos’(0)),
y las ecuaciones de movimiento son dados por:

7 :%6 (—AT5 sin(6) cos*(0) — 3Br? (2h — 7“2) sin(0) COS2(9) cos? (o + 9))

— Ar°e? sin(#) cos® (),
f=—1- 15 (Art cos®(0) + 3Br* (2h — 1?) cos®(0) cos* (o + 6)) + Ar'e® cos®(6),
T

p=—2Br’sv/2h — r2 cos®(0) sin(a + 6) cos(a + ) + Ae? (— (2h — r2)5/2>

sin(a + 6) cos®(a + 6),
1

& =€ (Ar* cos®(6) + 3Br? (2h — 1) cos®(0) cos®(av + 0) — 2Br® cos®(6) cos* (o + 6))
+ 162 (AT5 cos®(0) — X (2h — 7"2)2 cos®(a + 0)) . (4.112)
,
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El sistema diferencial en su forma estandar es

r = <7’2 sin(6) cos*(6) (Ar” cos*(0) — 3B (r* — 2h) cos”(a + 0)) )5
+ (507 sin(6) cos’(6) (— 5% cos'(9) + 1247 (217 — 50) cos’(6)
cos*(a + 0) — 15B* (r* — 6h) (r* — 2h) cos*(a + 6) + 5AT2))‘€2 +0("),

o' =(Br (5% — 6h) cos®(0) cos?(a + 0) — Ar® cos®(0) )e + ( A% cos™® (0
(B ( )
2
+ 5AB7‘4 (30h — 17r%) cos®(0) cos®(a + 0) + r* cos®(0) (9B (r* — 2h)2

cos*(a+6) — Ar®) + X (r* — 2h)2 cos®(a + 9))62 +O(?). (4.113)

En este caso la funcién promedio de segundo orden dado en (4.59) es fo = (fa1, fo2)
donde

1
for :ﬁBr3 sin(2a0)(r* — 2h) (r*(50B — 49A) + 90B cos(2a)(r* — 2h) — 240Bh) ,

1
for =755 (63A2r6 + Br*( cos(2a)(3hr*(49A — 170B) + 2r*(50B — 49A) + 480Bh%)

+ 45B cos(4a)(2h® — 3hr® + ")) + 140ABr*(3h — 2r°) + 2B*(282h*r”
— 330hr* + 85r%) + BOA(r? — 2h)? — 50Ar4>. (4.114)

De acuerdo con el método del promedio de segundo orden, nuestro propdsito es

encontrar los ceros (r*, a*) del sistema
fai(r,a) =0, parai=1,2, (4.115)

y luego debemos verificar que el determinante de la matriz Jacobiana Jy,(, ) evalu-
ada en los ceros (r*, a*) sea no nulo.
Antes de enunciar los resultados en este Caso 3, consideremos las notaciones sigu-

ientes en relacion con los parametros A, B,A y \:

Ny =—21432600A*h2X  +  192893400A%BR%*\  — 48609136842 B*n?
514382400A% B2h? )\ + 6429780042 B2h? A — 5670000 A2h A2 + 5670000 A2hAA +
(4(378(A% — 6AB + 5B?)(567B%h* — 100hA) — (567ABh — 1323B%*h + 50\ —
50A)%)% 4+ (—21432600A%h2\ + 19289340043 Bh?\ — 486091368A%2B*h3 —
514382400 A% B2h?\64297800A2 B2h?A — 5670000 A2h\2
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+5670000A42hAA + 972182736 AB%h® + 321489000AB3h2\ — 257191200AB3h%A +
25515000ABhA%? — 17010000ABRAA — 8505000ABhA% + 378071064BSh® —
150028200B*h2\ + 364354200B*h2A — 8505000B2hA%2 — 11340000B%hAA +
19845000B21hA2 — 25000003 + 750000A2A — 750000AA2 + 250000A%)2)"% +
972182736 AB°h3 4 321489000AB3h2\ — 257191200AB3h2A + 25515000 ABhA% —
17010000ABRAA — 8505000ABhA? + 378071064B%h3 — 150028200B*h%)\ +
364354200 B*h?A—8505000 32h A2 —11340000 B2hAA 41984500082 h A2 —250000\> +
750000A\2A — 750000AA? + 250000A3.

No =189A2h (567B%h + 200\) — 1134ABh (189B%*h + 50(3X + A)) + 6786993h?
18900B2h(3\ + TA) + 2500(\ — A)2.

— 567V/2A*Bh’ 3/6 47,2 3 37,2 3/6 132
SN (A GAB 1 532)(3591\/53 h 1134v/2AB3h?  +  300v/2B%hA
900/2ABhA  +  200¥/2A%h\  +  T00v/2B?hA —  300v/2ABhA)
3 2 3

_ 2500V2A B ~5000V2AA (25009312
189/ Ny (A2 — 6AB + 5B2) 189/Ny (A% — 6AB + 5B2)
YN 4 7B%h B 3ABh B 50\

! Aj —6AB+5B2  A2—GAB+5B2 189 (A% —G6AB + 5B?)

50

189 (A2 — 6AB + 5B2)

+

+
_l’_

Ny =—21432600A%h2)\ — 1375920043 B3h3 + 92874600A3Bh2)\ + 27792072A2B4h3 —

150746400A%2B%h2 )\ + 17425800A%2B%h2A - 5670000A2h\?
5670000A%RAA  +  (4(6 (6342 — 182AB + 115B?) (87B%h* — 100h\)
(273ABh — 303B2h + 50\ — 50A)%)3 + (~214326004*h2\ — 1375920043 B313
92874600A3Bh2\ 4+ 27792072A2B*h3 — 150746400 A2 B?h2\
17425800A%2B%h?A — 21432600A%h2)\ — 1375920043 B3h3 + 92874600A3 Bh?\
27792072A2B*h? — 150746400A%2B2h%\ + 17425800A4%2B%h%A — 5670000A2h\2
5670000A%hAA  +  (4(6 (6342 — 182AB + 115B?) (87B%h* — 100h\)
(273ABh — 303B2h + 50\ — 50A)%)3 + (~214326004*h2\ — 1375920043 B313
92874600 A% Bh2\ + 27792072 A2 B*h3 — 150746400A%2 B2h2 X + 17425800 A2 B2h% A

+
n
N
n

+

567000042002 + 5670000A2KAA — 14859936AB°h3 + 105651000AB3h2)\ —

35380800AB3h%A + 12285000ABhN\> — 8190000ABAAA — 4095000ABhA?
1068984B%h3  — 27232200B*h2\ + 18538200B*h2A — 5805000B2h\2
1260000B2hAA + 4545000B2hA% — 2500003 + 750000A\2A — 750000AA2
250000A3)2)"% — 14859936 AB%h3 + 1056510004B3h2\ — 35380800AB3h2A
12285000ABhA%2 — 8190000ABhAA — 4095000ABhA%? + 1068984B°h3
27232200B*h2)\  + 18538200B*h?A — 5805000B%2hA\? + 1260000B2hAA
4545000B2hA2 — 2500003 + 750000A2A — 750000AA2 + 250000A3.

n
n
4
n

_|_
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N =63A2h (661B2h + 600)) — 546ABh (129B2h + 50(3\ + A)) + 31779B*h? +
300B2h(129A + 101A) + 2500(A — A)2.

N 13881v/2A2B%h? N 12900+/2B2h\ B
T /N, (6342 — 182AB + 115B2) /N, (6342 — 182AB + 115B2)
27300v/2ABhA 12600+/2A%h\
/Ny (6342 — 182AB + 115B2) * /Ny (6342 — 182AB + 115B2) *
10100/2B%hA 9100+/2ABhA
UM, (G342 I82AB+ 115B%) VN, (634’ — 182AB + 11582
101B2h 91ABh
63A2 — 182AB + 11582 a 63A2 — 182AB + 11582 a
50 50/
3634 — 182AB+ 11583 | 3(63A_1824B 1 115B7)
2500/2\2 5000/2\A
3UN; (0347 — 182AB + 115B%)  3y/N, (6342 — 182AB + 115B7)
2500¢/2A YN,
3¢/Ny (63A2 — 182AB + 115582) * 3v/2 (63A2 — 182AB + 115B2)
10593+/2B*h? 23478/2AB3h?

Ny (6342 — 182AB + 115B2) /N, (63A2 — 182AB + 1155?)
N7 =—5193571446000 A*h2\ — 8166334982400 A3 B3h3 + 53826307920000 A% Bh2\ +

11640538009800 A2 B*h? - 154570839570000A2 B2h2\ +
0138503430000A2 B2h2A — 2383101000000 A2hA2 + 2383101000000 A2hAA +
(4(3780(467A2 — 2000AB + 1250B2)(77TB2h* — 100hA ) -

8100(224ABh — 343B2h + 50X — 50A)%)3 + (—5193571446000A%h2\ —
8166334982400.A3 B3h3 +53826307920000 A% Bh2A + 11640538009800.A2 B4h3 —

154570839570000A2 B2h2\ + 9138503430000A2 B2h2A —
2383101000000A%h A% + 2383101000000A2AAA — 15095837484000AB°h3 +
64766935800000AB3h2\ — 22211317800000AB3h2A +

12349260000000A BhA? — 9899820000000ABAAA — 2449440000000ABhA? +
25141725756000B%h3 — 14269348800000B*h2\ + 20818198800000B*h*A —
2628045000000B%hA? — 1122660000000B2hAA + 3750705000000B%hA? —
182250000000A*  +  546750000000A\*A  —  546750000000AA*  +
182250000000A3)2)1/2 — 15095837484000AB5h? + 64766935800000AB3h*\ —
22211317800000A B3h2 A +12349260000000 A BhA? — 9899820000000 A BAAA —
2449440000000ABRA? + 25141725756000B%h% — 14269348800000B*h%\ +
20818198800000B*h*A — 2628045000000B82h\* — 1122660000000 B2hAA +
3750705000000B%2hA%  —  182250000000A* +  546750000000\*A  —
546750000000AA? + 182250000000A3.
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Ng =7A?h (71561 B%h + 46700\)  —  140ABh (5299B2h + 12100\ + 2400A)  +
5 (218197B*h? 4+ 7T00B2h(103X + 147A) + 7500(A — A)?) .

Ny =15176 A Bh — TA (19199B%h + 350(X — A)) + 50B (1057B2h + 50\ — 50A) .

Nio =— (3122640 92h%) (169(13520091299400h°  —  47695131666000h%  +
(4(—114704100R% — 4471740(77Th* — 100h))* + (13520091299400h® —
476951316660002)2) /%) 3)_1 +  (1800092n) ((135200912004000°  —
47695131666000h% +  (4(—114704100n* — 4471740(77h? — 100h))® +
(13520091299400h3 — 47695131666000h2)2)"/ 2)1/3) o ((13520091299400h3
47695131666000h% +  (4(—114704100R* — 4471740(77h? — 100h))* +

-1 510k
(135200912004004° — 476951316660001%)2) /%)% (24843V2) ~ — =2

Nip = (3122640 9/2h? ) (169 (13520091209400h° - 4769513166000/ -+ (4(— 114704100h% -

4471740(77h% — 100h)) + (13520091299400h3 — 4769513166600012)2) /%) "/ 3) T
(1800020 ) (135200912004000% — 47695131666000h% + (4(~114704100h —
4471740(77h% — 100h)) + (13520091299400h3 — 4769513166600012)2) /%) "/ 3) L
((13520091299400h3 — 47695131666000h + (4(—114704100h% — 4471740(77h* —

-1
1007))* + (13520091200400h° — 47695131666000n%)2)"/) /%) (24843972) ~ +
284430h

1183

N1y =2N}, (2h* — hN1g+ N7y) 4+ 180N11 (N1g — 2h)? (48002 (597h — 100) 492001~ N7 +
8(25 — 46668h)hNyy — 444N3)) — N2 (960h® — 226h2Nyy + 583hNZ, +
2N3)) + N2 (2880(100 — 247h)h3 + 2880h2(547h — 100) Ny + 63115AN5) +
6(12000 — 136279h)h N2, + 34562 N,)) — 8100( N1g — 2h)2(1440h3(243h +100) —
480h%(1219h + 300) N1g — 159401ANE, + 750h(509h + 48) NE, + 49694 N1,).

N3 =(Th (467A% — 2420AB + 515B%) 4+ 750(A — A)) .

Ademas para el nivel de energia positiva H3 = h consideremos los siguientes con-

juntos:

63A2h — T0ABh — 28 B2h — 25A _ 7
(A+10B)Bh 2’

(Th(9A — 2B)(24 — B) — 50A) (63h(A — 2B)(24 + B) — 50A)
(A+10B)B # 0}

Uapar = {(A,B,A,)\) eR*: ’
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B4pan = {(A, B, A, \) € R*: (BN3(2h — N3)(N3(7A — 20B) + 60Bh)(N3(378Bh(3A
— 7B) + 189N3(A — 5B)(A — B) + 100(A — A)) + 2h(567B*h — 100)))) # 0,

/N1 (378 Bh(3A — TB) + 100(A — A)) — 2v/2N5 — {/4(Ny)?
378/Ni(A — 5B)(A — B)

378{/Ni(A — 5B)(A — B) # o}
U3 pan = {(A B,A\) € R*: Ny > 0, (BNg(2h — /No)(v/No(49A + 40B) + 60Bh)

<0

(3N(63A4% — 182AB + 115B?) + 21/ Ng(3Bh(91A — 101 B) + 50(\ — A))
+ 2h(87B%h — 100)))) /N4 (378 4% — 1092AB + 690B2) # 0,

YNy (546 ABh — 606 B%h + 100\ — 100A) — 23/2N5 — 3/4(N,)? - 0}
Y/ N4(378A2 — 1092AB + 69032)

Ulpa = {(A,B,AJ\) € R*: (Nio — 2h) NigNiz # 0,
B (—12\3/N7N13 +1080/2Ns + W) )

< an’?
1080+v/2Ng(49A — 50B) + ¢/4(N7)2(49A — 50B) + 180/N7Ng| 90
180/N7(7TBh(32A — 49B) + 50(\ — A)) — 1080v/2Ng — /4(N7)?
42/ N7 (467 A2 — 2900AB + 125082)
(V2Ng(49A — 50B) + 3/4(N7)2(49A — 50B) + 180/ N7Ng) # 0

{/N7(4674% — 200048 + 1250B2) #0}.

<0,

El resultado principal en este Caso 3, acerca de la existencia de soluciones periédicas

del sistema (4.111)) es.

Teorema 4.7 (Existencia) En cada nivel de energia positiva Hy = h, con e > 0
suficientemente pequeno, A, B, A y A\ numeros reales arbitrarios, el sistema hamilto-
niano tiene familias de soluciones periddicas p(t,e) = (x(t, ), y(t, €),p.(t, €),
py(t,€)), donde

x(t,e) =r* cos(t) + O(e),

y(t,e) \/7(308 t+a")+ O(e),
Pa(t,€) =r"sin(t) + O(e),

(t,e) =

py(t, e 2h — r*2sin(t + o) + O(e),

y las soluciones periddicas del sistema hamiltoniano (4.111]) son contadas como

sigue, eriste
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(a) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B,A,\) € Bliga, ¥

1 126 A%h — 140ABh — 56 B*h — 50A)
* *\ 2. =
(r, o) (\/ h,2arccos( 7(A+10B)Bh ))

(b) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, A, \) € B%4gar, ¥

_ V/Ni(378Bh(3A — 7B) + 100(A — A)) — 2v/2Ny — {/4(N,)?
"= 378¢/Ni(A — 5B)(A — B) ’
o =0

(¢) al menos dos familias de soluciones periddicas si (A, B,A,\) € B3y, ¥

o _ | YNi(546ABh — 60652h + 100\ — 100A) — 2V/2N; — /4(N)?
JNi(378A% — 1092AB + 69032) ’

*::i:—
@ 2

(d) al menos una familia de soluciones periddicas si (A, B, A, \) € B, ¥

. 180/ N7(7TBh(32A — 49B) + 50(\ — A)) — 1080v/2Ng — {/4(N7)2
r - )
42/ N7(467A2 — 2900AB + 125082)

90B (-123’/N7N13 + 1080 ¢/2N; + \3/4(N7)2>
= — — arccos ,
2 1080+/2Ng(49A — 50B) 4 ¢/4(N7)2(49A — 50B) + 180/ N7 N

donde Ny, Ny, Ny, N5, N7, Ng, Ng, y N13 son expresiones descritas previa al Teorema
4.7
Demostraciéon. De (4.114]) se tiene que
1
Iz Z%Br sin(2a) (r* — 2h) (r*(50B — 49A4) + 90B cos(2a) (r* — 2h) — 240Bh) .

Resolviendo la ecuacion fo (r, a) = 0, obtenemos las siguientes cuatro condiciones:
Condicién 3.1: r =0,

Condicién 3.2: r = /2h,

Condicién 3.3: sin(2a) = 0,

Condicién 3.4: (r?(50B — 49A) + 90B cos(2a) (r* — 2h) — 240Bh) = 0.
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A continuacién analizaremos cada caso.
Condicién 3.1: Si r = 0, entonces las funciones fo; v foo son
f21 :()7

5h2A
f =2

Observe que en esta Condicién 3.1 el Jacobiano de f; es nulo pues fo; = 0. Por
tanto el método del promedio de segundo orden no da informacién sobre soluciones

periodicas.

Condicion 3.2: Si r = v/2h, entonces fyo en la variable a es
1
f2o(V2h,a) = Eh? (14h(9A* — 10AB — 4B?) — TBhcos(2a)(TA + 10B) — 50A) .

Resolviendo la ecuacion fao(v2h, a)) = 0, obtenemos como raices a

., n 126 A%h — 140ABh — 56 B*h — 50A) i
= — arc cos
“ ' 7(A+ 10B)Bh ™
donde n = —1,1, y k € Z. Por la periodicidad de la funcién coseno, el sistema

(4.115) tiene para cada k € {0,1} dos ceros dados por

n 126 A%h — 140ABh — 56 B*h — 50A)
(r, a®) (v h,Qarccos( 7(A+10B)Bh )+k7r)

(4.116)
donde n = —1,1 y estos ceros (r*,a*) estdn bien definidos para valores de los
parametros A, B, A y A si se satisface

63A%h — T0ABh — 28 B%*h — 25A 7
A+ 10B)B —. 4.11
(4+108) 7“)" (A+10B)Bh ’<2 (4.117)

El Jacobiano de f, evaluado en estos ceros (4.116|) es

J

1
fa(Vaar) = gog (THOA = 2B)(24 = B) — 50A) (63h(A — 2B)(2A4 + B) — 50A) ',

que es no nulo si

(Th(9A — 2B)(24 — B) — 50A) (63h(A — 2B)(2A + B) — 50A) #0.  (4.118)
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Aplicando el método del promedio de segundo orden se puede ver que los cuatro ceros
(4.116]) corresponde a diferentes condiciones iniciales de la misma solucién periédica
del sistema diferencial (4.111f). Esto completa la demostracién del Teorema@ parte

(a).

Observacién 4.17 Note que las condiciones sobre los parametros dados en (4.117))

y (4.118)) forman un conjunto no vacio (ver Figura |4.14)).

Figura 4.14: Regién en el espacio de pardmetros (A, B,A) € Uz,

Condicién 3.3: sin(2a) =0 < o = k:g con k € Z, debido a la periodicidad de la

funcién seno estudiamos para k = 0,2 + 1.

Subcondicién 3.3.1: Sia =06 o = 7 (es decir k = 0,2), entonces la funcién la

funcion fo; =0y foo en la variable r es:

1
Jo(r,0) =155 (63A2r6 + 189ABr* (3h — 2r*) + 63B* (18h°r* — 21hr* + 5r°)

+ 50X (r® = 20)" — 50Ar).

Resolviendo la ecuacién faq(r,0) = 0, tenemos solo una raiz real positivo

, | VNi(378Bh(3A—TB)+100(A — A)) — 22N, — {/4(Ny)?
VT 378/ N, (A — 5B)(A — B) ’
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donde las expresiones de Ny y Ny son dadas previa al Teorema [£.7, Observemos que
el sistema (4.115)) tiene un cero dado por (r*,0), que esta bien definido si

VN1 (378BR(3A — 7B) + 100(\ — A)) — 2V/2N, — {/4(N,)?
378/ N, (A — 5B)(A — B)

<0.  (4119)
El Jacobiano de f5 evaluado en (r*,0) es

Jpare ) = TBN2(2h — N3)(N3(7A — 20B) + 60Bh)(N3(378 Bh(3A — 7B)

B 12800(
+ 189N3(A — 5B)(A — B) + 100(A — A)) + 2h(567B%h — 1001))),

que es no nulo si

(BN3(2h — N3)(N3(7A — 20B) + 60Bh)(N3(378 Bh(3A — 7B)
+ 189N3(A — 5B)(A — B) +100(A — A)) 4 2h(567B%h — 100X))) # 0,  (4.120)

donde la expresién N3 es dada previas al Teorema [4.7 Por el método del promedio
de segundo orden podemos concluir que el cero (r*,0) proporciona al menos una
familia de soluciones periddicas del sistema diferencial . Esto completa la
demostracion del Teorema [4.7| parte (b).

Observacion 4.18 Note que para B = —1, las condiciones sobre los parametros en
(.119) y (4.120) forman un conjunto no vacio (ver Figura |4.15]).

Figura 4.15: Regién transversal en el espacio de parametros (A4, B, A, \) € U?% g,y
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Subcondicién 3.3.2: Si a = j:g (i.e. k = =+1), entonces la funcién fyy en la

variable r es:

1
foo(r, £7/2) =— (63A2T6 + 91ABr* (3h — 2r*) + B*(174h*r* — 303hr* + 115r°)

160
+ 50 (r2 = 2)" = 50Ar*).

Resolviendo faq(r, £m/2) = 0, tenemos solo una raiz real positivo

_ V/Nu(546ABh — 606B2h 4 100\ — 100A) — 2v/2N5 — {/4(Ny)?
VN, (378A2 — 1092AB + 690532) ’

donde las expresiones N, y N5 son dadas previa al Teorema [£.7] Se puede ver que

T
el sistema (4.115)) tiene dos ceros dados por (r*, :|:§) que estan bien definidos si

/N4 (3784 — 1092AB + 690B?) # 0,

/Ny (546 ABh — 606 B2h + 100\ — 100A) — 2v/2N5 — /4(Ny)?
VN4 (378A% — 1092AB + 69052)

< 0. (4.121)
Por otro lado es facil ver que el Jacobiano de f; evaluado en (r*, ig) es

Tty tnj2) == (BNg(2h — \/Ng)(1/ Ne(49A + 40B) + 60Bh)(3Ng(63 A

12800
— 182AB + 115B%) + 24/ Ns(3Bh(91A — 101B) + 50(\ — A))

+ 2h(87B%*h — 100)))),
el cual es no nulo, si

(BNs(2h — \/Ng)(v/N6(49A + 40B) + 60Bh)(3Ng(63A* — 182AB + 115B%)
+ 2/ Ng(3Bh(91A — 101B) + 50(A — A)) + 2h(87B*h — 100)))) # 0,  (4.122)

donde la expresion Ng es dada previa al Teorema [4.7} Por el método del promedio de
T
segundo orden podemos concluir que los ceros <r*, :|:§> proporcionan al menos dos

soluciones periddicas del sistema diferencial (4.111)). Esto completa la demostracion
del Teorema [4.7| parte (c).

Observacion 4.19 Note que para B = —1, las condiciones sobre los parametros en
(4.121)) y (4.122)) es no vacio (ver Figura |4.16)).




4.3 El promedio de segundo orden aplicado al sistema hamiltoniano... 143

Figura 4.16: Regién transversal en el espacio de parametros (A4, B, A, \) € U% g,y

Condicion 3.4: Si

(—240Bh+ (—49A+50B)r? + 90B(—2h +1?%) cos(2a)) = 0, entonces a en términos

de r es dado por

n 49Ar? 4 240Bh — 50Br?
= — — k 4.123
T e ( 180Bh — 90B72 > i (4.123)
donde n = —1,1, y k € Z. Debido a la periodicidad de la funcién coseno se debe

considerar los casos k = 0 y k = 1. Se puede ver que el caso £ = 1 genera una
complejidad desde el punto de vista computacional. Por lo que consideraremos solo

el caso k = 0.

n ( 49Ar? + 240Bh — 50Br?

Si k = 0, entonces o = 5 arc cos 1R0Bh — 9082 ), conn=—1,1yla

funcién fyy en la variable r es

2
Ja(r,a) zinOQO (A%«G + 140ABr* (144h — 145r%) + 70B*r* (r* — 3h)

(12502 — 66h) + 4500(A (12 — 2h)" = Ar*) ).
Resolviendo la ecuacién foo(r, ) = 0 tenemos sélo una raiz real

. 180/ N7(TBh(32A — 49B) + 50(\ — A)) — 1080+/2Ng — /4(Ny)?
42/ N7 (467A2 — 2900AB + 125052)

Sustituyendo la raiz r* en [4.123| obtenemos que « es
. 90B (-12{*/J\f7z\f13 +1080¢/2Ns + 3/4(N7)2)
o
2 1080v/2Ng(49A — 50B) + ¢/4(N;)2(49A — 50B) + 180/ N7 Ny

)
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donde las expresiones Ny, Ng, Ng y Ni3 son dadas previas al Teorema [£.7] Note que
el sistema (4.115) tiene un cero dado por (r*,a*) que estd bien definida si cumple

las siguientes condiciones

V2N5(49A — 50B) + V/4(N7)2(49A — 50B) + 180/ N7 Ny # 0,
/N7 (467A* — 2900AB + 1250B%) # 0,

B (~12¢/N;Nig + 10809/2N; + /A(N:)?) .

<
1080/2N5(49A — 50B) + {/4(N:)2(49A4 — 50B) + 180¢/N-Ny| 90

I

180/ N7(7TBh(32A — 49B) + 50(\ — A)) — 1080+/2Ng — /4(N7)?

/N7(467A% — 2900AB + 1250B2) <0 (4124)
El Jacobiano de f; evaluado en este cero (7, o) es
Jpareap) = ! NipNia,
207360000 (Nyg — 2h) 2
el cual es no nulo, si
(N1p — 2h) N1gN1a # 0, (4.125)

donde las expresiones Nig y Nz son dadas previas al Teorema [£.7] As{ podemos
concluir por el método del promedio de segundo orden que el cero (r*, a*) propor-
ciona al menos una familia de soluciones periddicas del sistema diferencial .
Esto completa la demostracién del Teorema {4.7| parte (d).

Observacion 4.20 Note que para B = 1, las condiciones sobre los parametros en
(4.124]) y (4.125)) forman un conjunto no vacio (ver Figura [4.17)).
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Figura 4.17: Regién transversal en el espacio de parametros (A4, B, A, \) € U g,y

Esto finaliza la demostracién del Teorema [4.71 O

Corolario 4.4 La familia de soluciones periddicas (z(t,e),y(t,€), p(t, ), py(t,€))
del sistema hamiltoniano (4.111) obtenidos a partir de los ceros (r*, a*) de la funcion

promedio, en cada nivel de energia positiva Hy = h son dados por

x(t,e) =r* cos(t) + O(e),

y(t,e) =p* cos(t + a*) + O(e),
pz(t,€) =r*sin(t) + O(e),
py(t,e) =p*sin(t + a*) + O(e)

A continuacion presentamos un resultado parcial sobre la estabilidad de soluciones

periédicas determinadas en el Teorema [1.7]

Teorema 4.8 (Estabilidad) La familia de soluciones periddicas del Teorema [4.7]

parte (a) es inestable.

Demostracion. Para determinar el tipo de estabilidad de las soluciones periédicas
dadas en el Teorema parte (a) se aplicara el Teorema que dice que el tipo de
estabilidad de las soluciones peridédicas viene dado por el signo de los autovalores \;

y A2 de la matriz jacobiana Jy,(, ) evaluada en los ceros (r*, o).
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La familia de soluciones periédicas del Teorema parte (a) es inestable, pues

los autovalores de la matriz Jacobiana de f, evaluada en (r*, a*) son

126A2h — 140ABh — 56B2h — 50A)?
A\ = —lBh3(7A+1OB) 1 - (126 0 o0 > 508) :
20 (49ABh + T0B2h)
)\2 = —)\1.

Podemos observar que la condicién de inestabilidad es no vacia si (4, B, A) € Uligay

y
126 A%h — 140ABh — 56 B*h — 50A <1

49ABh 4+ 70B2h

O

Observacion 4.21 Notemos que no podemos establecer la estabilidad de las famil-
ias de soluciones periddicas del Teorema parte (b),(c) y (d) usando el método
del promedio de segundo orden ya que:

para B < 0, los autovalores de la matriz Jacobiana de f; evaluados en los ceros
(r*, a*) son complejos conjugados, para B > 0, los autovalores de la matriz Ja-
cobiana de f, evaluado en los ceros (r*,a*) son indeterminados y finalmente para
B =0, los autovalores de la matriz Jacobiana de f, evaluados en los ceros (r*, a*)

es nulo.



Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales en time

scales

En este capitulo consideraremos el problema de la existencia de soluciones periédi-
cas para ecuaciones diferenciales dindmicas perturbadas en time scale mediante el
método de promedio. El propdsito es recopilar informaciones basicas y resultados
generales del comportamiento de los Sistemas Dindmicos en time scale y estudiar en

este contexto el método del promedio.

5.1. Introduccién y resultados basicos

En esta seccion, presentaremos algunas definiciones basicas, conceptos y resultados
generales relativos a time scale. Para obtener mas detalles sobre espacios se puede
ver por ejemplo , . La teoria de time scale fue introducida por primera
vez por Hilger en 1990 para estudiar las diferencias entre andlisis discretos
y continuos. Por tanto el estudio de espacios time scale ofrece una gran ayuda
para unificar sistemas dinamicos discretos y continuos. Este contexto presenta una
poderosa herramienta para aplicaciones en modelos de economia y biologia, entre

otros.

147
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5.1.1. Conjuntos time scales

Definicién 5.1 Un time scale T es un subconjunto cerrado arbitrario no vacio de
los nimeros reales IR. Los conjuntos IR, Z, IN, INg, es decir, los nimeros reales,
los enteros, los nimeros naturales y los no negativos son ejemplos de time scale,

como también son
[0,1]U[2,3] ,[0,1] UIN,

mientras que los conjuntos Q, R —Q, C, (0,1), es decir, los nimeros racionales,
los nimeros irracionales, los nimeros complejos y el intervalo abierto entre 0 y 1,
no son time scale.

Asumimos que el conjunto T satisface los siguientes axiomas.

Axioma 1: Existe una relacion < en T, que es

(i) reflexivo (t <t para todo t € T),

(ii) transitivo (r < sy s <t =-r <t para todas las r,s,t € T),
(iii) antisimétrico (r < sy s <r =-r = s para todo r,s € T),
(iv) total (r < so s <r paratodor,seT).

La relacién < hace que T sea un conjunto o cadena linealmente ordenado.

Axioma 2: Cualquier subconjunto de T que esta acotado superiormente tiene un
limite superior minimo en T, es decir, la cadena (T, <) es condicionalmente

completa.

Topologia de orden: El conjunto de intervalos abiertos
(r,s)=[teT:r<t<s,rseTU{too}
genera una topologia en T y es llamado topologia de orden en T.

Definicién 5.2 Para t € T definimos el operador de salto hacia adelante y el oper-

ador de salto hacia atrds o,p: T — T, respectivamente, de la siguiente manera:

o(t)=inf{seT:s>t},
p(t) =sup{s € T:s <t}
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En caso de que T esté acotado superiormente, complementamos la definicion por
o(méxT) = maxT y p(minT) = minT, si T es acotado inferiormente. Los oper-

adores nos permiten clasificar los elementos de T como :

t es disperso a la derecha | o(t) >t
t es denso a la derecha o(t)=t
t es disperso a la izquierda | p(t) <t
t es denso a la izquierda p(t) =t
t es aislado p(t) <t <o(t)
t es denso p(t) =t =o(t)

5.2. rd-Continuidad y A-Diferenciabilidad en time
scale

Para crear una nocién de diferenciaciéon para funciones definidas en (T, <), nece-
sitamos medir la distancia entre dos elementos de T. El siguiente axioma ofrece esta

facilidad.

Axioma 3: En una cadena (T, <) condicionalmente completa, existe una funcién

u:T x T — IR que satisface las propiedades

() plrs) + pls, t) = plrt),t, 7,5 € T,
(i) wu(r,s)>0sir>s,rseT,

(iii) p es continuo.
Definicién 5.3 Definimos la funcién de graininess p: T — [0, 00) por

u(t) = oft) — t.

Ejemplo 5.1 Si T = IR, entonces tenemos para cualquier ¢ € T,
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o(t)=nf{s€R:s >t} =if(t,00) =t

y similarmente p(t) = t. Asi, cada punto t € IR es denso. La funcién de graininess

[ es
u(t) =0, para todo t € T.

Usamos el simbolo [a,b]y para denotar un intervalo compacto en T, es decir, si
a,b € T, entonces [a,bly = {t € T;a <t < b}. El intervalo abierto y semi abierto se
definen de forma anéloga.

Para cualquier time scale T, podemos definir su norma como

[IT]| = sup{p(t) : t € T}.

Claramente ||T|| € [0, 4+o00], ||R|| =0, ||Z|| = 1y ||[{n* : n € N}|| = 400, sia,b > 0,
entonces || U2, [k(a +b),k(a +b) + a]|| = b.
Definimos el conjunto T* de la siguiente manera: si T tiene un maximo m disperso

a la izquierda, entonces T = T — {m}. De lo contrario, T* = T. Asi

T — (p(supT),supT], si supT < oo,
T" =

T, st sup T = oo.
Finalmente, para la funcién f : T — IR, definimos f7 : T — IR por
fo(t) = f(o(t)) paratodot e T,
es decir f7 = foo.

Definicién 5.4 Una funcién f: T — R es llamado regular siempre que sus limites
del lado derecho existen en todos los puntos densos a la derecha en T y existen los

limites en el lado izquierdo en todos los puntos densos a la izquierda en T.

Definicién 5.5 Una funcién f : T — IR es rd-continua siempre que sea continua en
puntos densos a la derecha en T y sus limites en el lado izquierdo existen (finitos) para
todo los puntos densos a la izquierda en T. El conjunto de funciones rd-continuas

f: T — R serd denotado por

Crd = C?"d(IR) = Crd(Tv ]R')
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Teorema 5.1 Para una funcion f : T — IR. Entonces tenemos las siguientes

propiedades:

(i) Si f es continua en ¢, entonces f es rd-continua en t.
(ii) Si f es rd-continua en ¢, entonces f es regular en ¢.
(iii) El operador de salto o es rd-continua.

iv) Si f es regular 6 rd-continua, entonces también lo es f7.

v) Asumimos que f es continua. Si g : T — IR es regular 6 rd-continua, entonces

f o g es regular 6 rd-continua, respectivamente.
Demostracién. La demostracién de este teorema se puede ver en [44]. O

Dada una funcién f : T — IR, la derivada usual en IR f'(¢) es reemplazada por
A-derivada f2(t), donde ¢ € T*. Similarmente, la integral habitual fabf(t)dt se
reemplaza por A-integral f: f(t)At. Las definiciones precisas de estos conceptos se

pueden encontrar en . El hecho importante es que

lim,_y; M, st t es denso a la derecha
—s
Fo() =
M, st t es disperso a la derecha
o(t)—t

con la condicién de que A-derivada f2(t) exista.

Definicién 5.6 Una funcién f : T — IR es A-diferenciable en t € T, si existe un
nimero real, denotado por f2(t), llamado la A- derivada de f en t, tal que para

todo € > 0 existe una vecindad U de ¢ tal que
Fo(8) = (s) = FA)(o(t) = 8)| < elo(t) — |, para todo s € U.

Llamamos a f“(t) la derivada delta (o Hilger) de f en t. Ademés, decimos que f es A-
diferenciable en T* siempre que f2(t) exista para todo T*. La funcién f2 : T* — IR
es entonces llamado la derivada de f en T*.

fAA

Para una funcién f : T — IR, hay una segunda derivada siempre que f2 sea

diferenciable en T* = (T*)* con derivada f22 = (f2)%: T¥ — IR.
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Teorema 5.2 Sea f : T — IR una funcién y ¢ € T*. Entonces tenemos las siguientes

propiedades
(i) Si f es diferenciable en ¢, entonces f es rd-continua en ¢,

(ii) Si fesrd-continuaenty testd dispersa a la derecha, entonces f es diferenciable

en t con

(iii) Sit es denso a la derecha, entonces f es diferenciable en ¢ si el limite

ft) = f(s)

h/rns%t
t—s

existe, en este caso

1) = f(s)

A(t) = lim,
fo(t) = lm,, F— s

(iv) Si f es diferenciable en ¢, entonces f(o(t)) = f(t) + u(t) f2(t).

Teorema 5.3 Asumimos que f,¢: T — IR son funciones diferenciables en t € T*.

Entonces

1. Lasuma f+ g: T — IR es diferenciable en t y se tiene que
(f +9)2(t) = f2(t) + 9> (2).
2. Para cualquier constante real a,af : T — IR es diferenciable en ¢ con
(af)2(t) = af2(t).
3. El producto fg: T — IR es diferenciable en t y se satisface
(f9)2(8) = f2()g(t) + f(a(1)g™(t) = F(£)g™(8) + f2(t)g(o (D).

4. Si f(t)f(o(t)) # 0, entonces 1/ f es diferenciable en ¢ con

A O
(f) U= =T o)
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5. Sig(t)g(o(t)) # 0, entonces f/g es diferenciable en ¢ con
(j)A () fAg(t) — f(t)g> ()
g g)gla(®))

Ejemplo 5.2 (i) Si f: T — IR es definido por f(¢) = « para todo ¢t € T, donde

« es una constante real constante, entonces fA(t) = 0. Esto es claro porque

para cualquier € > 0,
[f(o(t)) = f(s) = 0(a(t) = s)] = o —a| =0 < elo(t) — s|
para todo s € T.

(i) Si f: T — IR es definido por f(t) = t para todo t € T, entonces f(t)
Pues € > 0,

1.

[f(e(t)) = f(s) =1(a(t) = s)| = |o(t) = s = (o(t) = s)| = 0 < elo(t) — s

para todo s € T.
El siguiente concepto de A-integral de Riemann en time scale representa una gen-

eralizacion del clasico integral de Riemann:

5.2.1. Integrabilidad en time scale

Sea T un time scale. Una particién de [a, bt es una sucesion finita de puntos
{to,t1, "+ ,tm} Cla,blr, a=tg <ty < -+ <t,=>.

Dada esa particion, ponemos At; = t; —t;_1. Una particién consiste en una sucesion

de puntos {&1, -+, &0} tal que & € [t;1,t;) para cada i € {1,...,m}. El conjunto

de todas las particiones de puntos de [a, b]t se denotard con el stmbolo D = D(a, b).

Si no se indica lo contrario, siempre asumiremos que los puntos de divisién son

{t07t17"' 7tm} y {517'” 7€m}

Definicién 5.7 Una funcién acotada f : [a,blr — IR es llamado A-integral de
Riemann si existe un nimero S € IR con la propiedad de que para cada ¢ > 0,
existe un 0 > 0; | >0, f(&)At; — S| < e para todo D € Dyg(ap). El ntmero S es

llamado el valor A-integral de Riemann de f sobre [a, b|r y escribimos

/abf(t)At _s
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Las propiedades de A-integral de Riemann son similares a las propiedades del clasico
integral de Riemann, (ver o el Capitulo 5 de para las pruebas correspondi-

entes).

Teorema 5.4 = Si f es una funcién A-integral de Riemann en [a, b]t, entonces

también es A-integral de Riemann en cada sub-intervalo [c, d]r de [a, b]r.
= Cada funcién rd-continua es A-integral de Riemann.

= El producto de dos funciones A-integrables de Riemann es de nuevo A-integrable

de Riemann.

Teorema 5.5 Si f : [a,b]r — IR es una funcién A-integral de Riemann, entonces
para cada e > 0, existe un § > 0 tal que >, (M;—m;)At; < e paratodo D € Dy(qy),
donde M; = sup,e, , ) fuw) y m; =infcp, 1) fu).

Teorema 5.6 (Existencia de Pre-antiderivadas) Sea f una funcién regular. En-
tonces existe una funcion F' el cudl es pre-diferenciable en la regién de diferenciacion

Dy tal que

FA2(t) = f(t), paratodot € Dy

Definicién 5.8 Asumimos que f : T — IR es una funcién regular. Una funcién F
como en el Teorema [5.6| es llamado una pre-antiderivada de f. Definimos la integral

indefinida de una funcién regular f por
/f(t)At =F(t)+C,teT,

donde C' es una constante y F' es una pre-antiderivada de f. Definimos la A-integral

de Cauchy por
/ f(t)At = F(s) — F(r), paratodoteT.
Una funcion F : T — IR es llamado una antiderivada de f tal que

FA(t) = f(t), paratodot € T*.
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Teorema 5.7 (Existencia de antiderivadas) Cada funcién rd-continua f tiene

una antiderivada. En particular si ty € T, entonces F' definido por

t
:/ f(r)Ar, parate T
to

es una antiderivada de f.
El siguiente Teorema son propiedades elementales de A-integral.
Teorema 5.8 Sia,b,ce T, a € R,y f,g € C,q. Entonces
(a) [IIF(8) + g(t)] At = f: FOAL+ [!g(t)At
(0) [i(af)B)At=a [} f(2)
) fj’f(t)At = — J; FH)AL,
d) [ f()AL =
e) [P )AL= [T Ft)AL+ [° f(t)At
(f) Si |f(t)| < g(t) en [a,b) , entonces
[ FOAL < [7 g(t)AL
(2) Si f(t) > 0 para todo a < t < b, entonces [ f(t)At >0,
Teorema 5.9 Sia,b €Ty f,g € Crq, v f,g diferenciables, entonces
a) [ flo()g> ()AL = (f9)(b) — (fo)la) — [) FA(E)g(t) AL,
b) f;’f@)g%)m = (f9)(0) = (fg)(@) — [} FA()g(o(t))At.
Teorema 5.10 Si f: T — IR es una funcién arbitraria y ¢t € T, entonces
ST AT = u() f(8).

La A-integral de Riemann de una funcién matricial f : [a,b]ly — R™ ", donde

A = {a;;}};, se define de manera directa como la matriz

{J ()} 7,

(siempre que exista); lo denotamos por fa A(t)At.
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5.3. Ecuaciones diferenciales y soluciones en time

scale

Consideraremos el siguiente sistema diferencial con valor inicial (PVI)
2 = f(t,x),t € J*,
(to) = o, (5.1)

donde J* C J con J un subconjunto cerrado (posiblemente ilimitado arriba) de un
time scale T (que es un subconjunto cerrado, no vacio de los nimeros reales) con
f:J8xDCJ' xR — Ry (ty, ) es un punto dado en J* x D. El & denota
“diferenciacion”.

Una solucién del sistema diferencial es una funcion delta-diferenciable ¢ : I C
J — IR tal que los puntos (¢,¢(t)) estdn en I x D para todo t € I C J y ¢(t)
satisface la ecuacion diferencial para todo t € I* C J*.

Comenzaremos con el desarrollo de Teoria de Floquet en time scale. Si queremos for-
mular el Teorema de Floquet en time scale, debemos introducir una nueva suposicion

sobre “el espacio tiempo” T.

Definicién 5.9 (Kaufmann and Raffoul [15]) Sea 7' > 0 un ntmero real. Un
time scale T es llamado T-periddico sit € T implica t £ 7 € Ty p(t) = p(t £ 7).

Para T # IR, el T positivo mas pequeno es llamado el periodo de time scale.

Ejemplo 5.3 El time scale T = U2[2k, 2k + 1] es un time scale 2 periddico.

Definicién 5.10 (Kaufmann and Raffoul [15]) Sea T # IR un time scale periédi-
co con periodo T'. Decimos que la funcion f : T — IR es periddico con periodo w si
existe un nimero natural n tal que w = np, f(t+w) = f(t) paratodot € Ty w es el
nimero més pequeno tal que f(t+w) = f(t). Si T = IR, decimos que f es periédico
con periodo w > 0 si w es el nimero positivo mas pequeno tal que f(t +w) = f(t)

para todos los t € T.

Si ¢(t) es una solucién arbitraria de (5.1)), entonces la funcién ¢(t) := (t + T) es
también una solucién de (5.1)) como

YA = 2t +T) = alt + T)o(t +T) = a(t)y(t),

entonces hay una constante ¢ # 0 tal que
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para todo t € T. Podemos escribir ¢ := ¢~ (to)¢(to + T). Por lo tanto
o +27) = ¢((to + T) +T) = d(to + T)ec = ¢(to)c”

De la prueba conocida del Teorema de Floquet para EDO es claro que nos gustaria

probar que existe una constante b > 0 tal que
02 = eb(to + 2T, to).
Si esto es cierto, podemos proceder de la siguiente manera. Escribamos

pl1) = 6(0) s = D011,

entonces

p(t+2T) = ¢(t + 2T )ey(to, t + 2T')
t)c?ey(to, t + 27)

Bes(to + 2T, to)es(to, t + 2T)
Yeo(to + 2T ¢ + 2T)
tes(to, t)

(t);

o
= o(
= o(t
= &(
p

por lo tanto, hay una funcién 27-periédica p(t) tal que

¢(t) = p(t)es(t, to),

que es exactamente la prueba del Teorema de Floquet (real).

5.3.1. El logaritmo real generalizado

El enfoque habitual en EDO es construir explicitamente b, que a menudo se llama el
logaritmo real (matriz) de c. Esta es la parte més complicada de la teoria de Floquet.
Pero cualquier uso conocido de la teoria de Floquet no es constructivo, por lo que
de hecho es suficiente para probar la existencia de tal b. Para hacer esto, recordemos

que ey(t,to) es la solucién unica del problema inicial

22 (t) = ba(t), x(ty) =1, t,to € T, (5.2)
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de donde tenemos que encontrar una representacién de la solucién x(t) de (5.2)) .
Para este fin, podemos reemplazar (5.2)) por una ecuacién diferencial ordinaria en
IR como en . No hay un inverso habitual para e,(t,to), que es una rica fuente de

dificultades de la teoria de Floquet sobre time scale.

5.3.2. La solucion del sistema dinamico lineal

Teorema 5.11 (Existencia) Consideremos el sistema diferencial lineal homogéneo

de primer orden en time scale
2 (t) = A x(t), x(ty) =z, to € T. (5.3)

Para cualquier condicién inicial z(tg) = xo, el sistema diferencial lineal homogéneo

(5.3) tiene una unica solucién dado por
CC(t) = q)A(t, to)l‘o, (54)

donde z(t) € C,(T, R™").
La matriz de transicién ®4(t,ty) (podemos ver como una funcién de dos variables),

definido por la serie generalizada Peano-Baker
t t S1
q)A(t,T) =1 +/ A(sl)Asl -+ / A(Sl)/ A(SQ)A82A81 s
t S1 Si—1
+ / A(Sl) / A(SQ)ASQASl / A(SZ)ASZ cee ASl + -

converge absolutamente y uniformemente para t,tq € [—T,T], donde T > 0 es

arbitrario.

Demostracién. Esto se demuestra en el libro de Bohner y Peterson (ver en [44]).
A continuacién presentamos un ejemplo de un sistema diferencial y obtendremos su

matriz de transicién

Ejemplo 5.4 Consideremos el sistema diferencial lineal de 2 x 2

XA(1) = (8 é) X(1), X(ty) = (; ?)



5.3 Funciones exponenciales generalizadas 159

la matriz de transicion a través de la serie Peano-Baker es

10 t (0 t (0 (0
D4 (L, to) = +/ o A51+/ o / ) AsyAsy -
01 0w \0 0 w\0 0/)Jy \0 0

Es facil ver que todos los términos de la serie Peano-Baker son la matriz cero después

del segundo término. Por lo tanto,

1 [P sA
q)A(t7t0) — ( fto S1 31) '

0 1

Teorema 5.12 Supongamos que A(t) = A es una matriz constante. Entonces la

matriz de transicién para la ecuacion (5.3)) es
(I)A(t, to) = €A(t, to),

donde la matriz exponencial es definido por series de potencia
ea(t,to) = ZAihi(tato)l"o,
i=0

que converge absolutamente y uniformemente para t,t, € [—71,T|r, para algin T' >
0.

5.3.3. Funciones exponenciales generalizadas

La funcién p : T — IR es regresiva si 1 + up(t) # 0 para todo t € T*, este concepto

motiva la definicién de los siguientes conjuntos:

R={p:T—R:pcCu(T) vy 1+ pup(t) # Opara todo t € T*},

RT={peR:1+up(t) >0 para todo t € T"}.
El conjunto de funciones rd-continuas f denotamos por:
R =R(T) =R(T,IR).

La funcién p : T — IR es uniformemente regresiva en T si existe una constante
positiva § tal que 0 < 5= < [1+pup(t)], t € T*. Una matriz A es regresiva si y solo si

todos sus autovalores estdn en R. De forma equivalente, la matriz A(t) es regresiva
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si y s6lo si 1+ u(t)A es invertible para todo t € T*.

Si p € R entonces definimos la funcién exponencial generalizada en time scale por

t
ep(t,s) = exp(/ Euwy(p(T))AT), para todo s,t € T

Teorema 5.13 » Sip e R, entonces ey(t,r)e,(t, s) = ey(t, s)

w ey(0(t),s) = (L4 u(t)p(t))ey(t, s).

Sip € RT, entonces e,(t,tg) > 0 para todo t € T

Si 14 pu(t)p(t) <0, para algin ¢t € T, entonces e,(t,tp)e,(o(t),t9) < 0.

» Si T = IR, entonces ey(t,s) = efstp(T)dT. Ademds, si p es constante, entonces

ep(t, s) = ePts).,

Si T = Z, entonces e,(t,s) = [['_,(1 + p(7)). Ademés, si T = hZ, con h > 0
y p es constante, entonces e,(t,s) = (1 + hp)t=)/".

SipeRyp:T— IR es rd-continua, entonces la ecuaciéon diferencial

v (1) = p(t)y(t) + f(t), (5-5)

es llamado regresivo.

Matrices regresivos

Sea A una funcién matricial m x n en T. Se dice que la matriz A es rd-continuo
en T si cada elemento lo es, y todos las funciones matriciales rd-continuas definidos

en T se denotan por
Crg(T, IR™*™).

Una funcion A matricial m X n en T se denomina regresiva si
I+ u(t)A(t)

es invertible para todo t € T, y la clase de todos las funciones regresivos rd-continuos

se denota por

R = R(T,R™™).
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Teorema 5.14 (Variacién de constantes) Consideremos el sistema diferencial

regresivo

y2(t) = A()y(t) + f(2). (5.6)

Para cualquier condicién inicial z(tg) = x¢ € IR, el sistema diferencial regresivo (|5.6)

tiene una unica solucion y : T — IR"™ dado por
t
) = weplt.t0) + [ eyft.o(n)F(n)AT
to
Teorema 5.15 Supongamos A, B € R son funciones matriciales en T. Las sigu-
ientes condiciones son validas

(i) Pa(t,r)Pa(r,s) = Pa(t,s) para todo r,s,t € T

(if) Pa(o(t),s) = (I + u(t)A(L))Pa(t, s).

(iii) Si T =R y A es una constante, entonces ®4(t,s) = e4(t,s) = et~

(iv) Si T = hZ, con h > 0, y A es una constante, entonces ®(t,s) = ea(t,s) =

t—s

(I +hA)™.

Decimos que el sistema n x 1 vectorial

y2(t) = A)y(t) + £(2), (5.7)

es regresivo siempre que A € Ry f: T — IR" es una funcién vectorial rd-continua.

Teorema 5.16 (Variacién de constantes) Consideremos el sistema diferencial

vectorial regresivo

() = A()y(t) + £(2), (5-8)

Para cualquier condicién inicial y(ty) = yo € IR", el sistema diferencial regresivo

(5.8]) tiene una unica solucién y : T — IR"™ dado por

) = Baltto)n + [ Balt,(M)F(D)AT

to
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Ejemplo 5.5 Para encontrar la solucién al sistema diferencial lineal

A [at) 1 . S8 = g — x1,
2 (t) = < 0 b(t)) (t), x(to) 0 <x20>

escribimos el sistema como dos ecuaciones:
A

Ty (t)
A

Ty (t)

a(t)xi(t) + b(t)xa(t), x1(to) = x1,
b(t)l‘g(t), $2<t0) = .1720.

Es facil ver que x9(t) = ey(t, tg)xs,. La primera ecuacién se puede ver como
IlA(t) = a(t)xl(t) + eb(t, to)ZEQO, .Tl(to) = T,

la solucién es

x(t) = eq(t, to) 21, +/ eq(t, o(s))ey(t, to)xa, As.

to
en su forma matricial, obtenemos

o(t) = (ea(z to) fti 6a(t,0(s))€b(t,to)As> .
eb(t, tO)

es decir obtenemos ®4(t, to).

5.3.4. Sistema Hamiltoniano lineal en time scale

El propdsito en esta subseccion es presentar la teoria del sistema hamiltoniano
lineal en time scale.
Un sistema hamiltoniano lineal en time scale T es un sistema diferencial lineal de

primer orden de la forma

2 = H(t)z, (5.9)

donde H : T — IR*"?" es una matriz de funciones rd- continuas que satisface la
identidad

HY)F + FH(t) + u(t)H () FH(t) = 0, (5.10)

0

1
con u funcién de graininess de time scale y F' = ( O). El sistema (5.9) con la

matriz H que satisface la identidad (5.10]) fue introducido y estudiado en [12}|57] con
el nombre de “sistema dinamico simpléctico”. El concepto de un sistema dinamico

Hamiltoniano fue introducido por Ahlbrandt (ver en [g]).
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5.4. Teorema del promedio en time scale

El propésito en esta seccién es estudiar la existencia de soluciones peridédicas para
las ecuaciones diferenciales perturbadas en time scale.

Introducimos algunas notaciones. Sea x = (z1,...,x,) € U, t € T. Sea f: T x U —
R" € C¥, donde C¥, denota el conjunto de todos k-ésima rd-funciones continuas,

para cada (t,z) € T x U. Definimos la funcién promedio F(-,¢) en time scale por

F<.,5):Z/O %gifi(s,.)m. (5.11)

Los resultados que presentaremos a continuacién han sido probados por Guo, Li,

Xing y Yang y los detalles de la prueba puede el lector revisar en [60].

Teorema 5.17 Asumimos que T es time scale T-periodica, U C IR" un conjunto

abierto y acotado. Consideramos la siguiente ecuacion diferencial

k
w2 (t) = e'filt,x) + Mt xe), (5.12)
i=1

donde f; :TxU — R" parai=1,....k, r: T x U x (—&g,e0) = R" son funciones
rd-continuas, T-periodicas en t y localmente Lipchitz con respecto a x. Ademds,

suponemos que se cumplen las siguientes condiciones:

i) Para cada t € T, p € OU, existe una vecindad N, de p, una constante o > 0
independiente de € y 1 < j <n tal que

k

Z Ei(fi)j(t> Q)

=1

> |€]ka

para algin ¢ € Np, t € [0, T, y € € [—£0,£0] — {0}.
ii) Supongamos que para cada € € [—eg,e0] — {0},
deg(F(-¢),U,0) # 0,
donde F(-,¢) es definido en (5.11).

Entonces, eziste una solucion x(t) T-periddica de la ecuacion tal que z(t) € U,

para |g| > 0 suficientemente pequeno.
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Demostracién. La demostracion de éste Teorema se puede ver en [60].

Observacion 5.1 El resultado de la teoria del promedio para ecuaciones diferen-
ciales en time scale de orden arbitrario extiende la teoria del promedio para ecua-

ciones diferenciales ordinarios a orden arbitrario en ¢ .

Aqui bosquejamos la prueba del método de promedio de primer orden para ecua-

ciones diferenciales en time scale.

Teorema 5.18 Consideramos la siguiente ecuacion diferencial
2 (t) = efi(t, o) + ¥ (t, x, €), (5.13)

donde fi : TxU — R", r: T x U X (—€p,60) = R" son funciones rd-continuas,
T-periddicas ent, fi(t,x) yr(t,x,e) son localmente Lipchitz con respecto a x. Defin-

imos la funcion promedio F : U X (—&g,&9) — IR" por

Fly,e) = %/0 cfilt, ) At (5.14)

Ademds, suponemos que para algin subconjunto abierto acotado U C IR", ¢ €

[—€0,€0] — {0},
deg(F'(-,¢),U,0) # 0. (5.15)

Entonces existe una solucion T-periddica z(t) de la ecuacion tal que x(t) € U,

para |g| > 0 suficientemente pequeno.
Demostracién. Por simplicidad, denotemos
F(t,z,e) = cfi(t,z) +er(t,z,¢),
Ahora consideremos la ecuacion
r2(t) = F(t,r,¢), (5.16)

donde F' : T x U X (—&gp,e9) — IR"™ es una funcién rd-continua, T-periddica en
t, localmente Lipschitz en x, y T un time scale T-periédica, U es un subconjunto
abierto de IR".

Sea z(t) la solucién de (5.13). Por el teorema de existencia y unicidad en time scale
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(ver, Seccién 8.3 de [44]), existe un 9 > 0 tal que para algin yo € U, y € € [—¢0, €0l

la solucién z(t) existe para todo t € [0,7]r, y tenemos

z(t) =yo + /Ot F(s,z,e)As. (5.17)

Segun el Lema 2.1 en ﬂgﬂ, sabemos que la existencia de soluciéon T-periddica de ((5.13))

es equivalente al siguiente problema de valor acotado de

xA(t) = F(t,z,¢e),

z(T) = x(0), (5.18)
donde ¢ € [—&g,g9] — {0},0,t € T.
Sea
X ={y:[0,T]r - R", y(t) es rd-continuo en[0, T|r},
y definimos la norma como ||y|| = supicjo.11,|y(t)|. Podemos ver que X es un espacio

de Banach con la norma || - ||.
Para yp € R" y € X con z(t) € U para todo t € [0,T]r, definimos un operador

7 : X — X de la siguiente manera:

1 .7
Yo Iy £ F(s (), ©)As
Yo + fot €f(8,$(8)75)AS
A continuacion, la prueba es el mismo que el Teorema 1.1 en ﬂgﬂ La tnica diferencia

estd en la prueba de 0 & (id — H)(O(U x V) x [0,1]). Ahora damos una prueba de

ello y omitiremos otros detalles.

7(yo, ) = = (5.19)

Denotemos F'(t,x,e) = ef(t,z, ). Definimos

XA:{xeX: w

sMMLW#s}
donde M es una constante que satisface

M = sup |f(t, z,€)].
t€[0,T),2€U e€[—€0,e0]

Definimos una retraccién a, : X — X, para A € [0,1]. Consideremos el operador
homotépico 7: U x V x [0,1] — IR"

1
vt i Jy e (.00 0(5),€)As

t , (5.20)
ay oy + )‘fo ef(s,ayo0x(s),e)As

T(y(]? xz, )‘) =
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donde (yp,z,\) €e U xV x [0,1], V={x € X :2(t) e UVt € [0,T]r}.

Probemos que
0¢ (id— H)(0(U x V) x [0,1]) (5.21)

donde id es el operador identidad.

Supongamos lo contrario, es decir

0€ (id— H)(0(U x V) x [0,1]),
esto es: existe (Jo, 7, A) € AU x V) x [0,1], tal que (id — H)(Jo, 7, ) = 0, entonces
(5.21)) puede ser probado por los siguientes dos casos:

(a) Cuando X = 0 por la definicién del conjunto X, tenemos

z(t) = 2(s)

on{xeX: §O,Vt7és}

= {z € X : a(t) = 2(s),Vt # s}

lo que implica que ag o z(t) = o o z(0), para todo ¢t € [0,T]r. Como (id —
H)(yo,x,0) = 0, tenemos

(%7 57 0) = H(%? 57 0)7

es decir

( o ) _ (o T (5,000 3(s), )
Qo © Yo

Asi

Z(t) = Yo,

para todo t € [0,T]r y

e -
—/ ef(s,apo0x(s),e)As =0.
T Jy

Esto es

T
%/0 (sfl(t,go) + 627’(15,%,6)) As=0

17" 17"
T/O 6f1<87%)AS: _T/O 62T(87%76)AS‘
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Si (yo, (1)) € (U x V), entonces gy € OU. Cuando |e| > 0 es suficientemente

pequeno, tenemos

1

T
f/o efi(s,y0)As = 0.

Es una contradiccion a (i) del Teorema[5.17 pues el grado de Brouwer deg(F (-, ¢), U, 0) #
0.

(b) Cuando X € (0,1], (0 < X < 1), como (id — H) (3o, T, \) = 0 tenemos
(%) _ yN[)—l—%fOTef(s,aXO%(s),g)As

x(t) a5 o g0+ A fo ef(s, a5 0F(s),e)As
Notemos que

F(t) — 3(s)
t—s

1
_\t—sl

\t ’|M+)\/ ef(s, a5 0x(s),e)As
—M—)\/sef(s,aXOf(s),e)As\
0

|z(t) — 2(s)]

Y t 0
= % ef(s, a5 0 x(s), )As—i—/ ef(s,a5 0(s),e)As
A
_|t|_5!9’/f7'cz)\ox )A
A
t’_g ‘/ £ (7,05 0 3(7), )| AT
‘);’dM’]t s = Ne| M. (5.22)

Por definicién de X, obtenemos r € X5, y a5 oz = 7. Por lo tanto
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De donde

7(t) — 7ol = Nel / F(s,7(s),€)As

- t
<3| / (s, (s), )| As
0
< Ne| Mot

< |e|MoT, te€0,T]r, (5.23)

donde Mj es una constante positiva. Como fi(t,z) es localmente Lipschitz

con respecto a x, tenemos

T T
[ ttasormoa- [ fl(t,z%)At‘
0 0

/(fl(t,axo%(t))+€r(t,axo§(t),e))At—/0 f1<t,y7)m‘

0

<

/fl(tyaxof(t))ﬁt—/ f1(t,370)At‘+
0 0

/OT er(t, az o z(t), 5)At'

T T
< / L|z(t) — yo| At + / er(t, a5 0 Z(t), ) At
0 0

/OTT(t,ozX o%(t),e)AtD |

donde L es la constante local de Lipschitz. Entonces

< |e] (LMOT(T —0) +

/OT fl(t,z%)At‘ < el <LM0T2 + ‘/OTT(t,aX of(t),g)AtD _ (5.24)

Si yo € OU, de (5.15) tenemos
T
| gtz
0

Esto es una contradiccién a ((5.24)), para e — 0, por tanto yo & OU. Afirmamos que
z(t) € IV, tenemos x(t) € OU para algunos t € [0, T|r. Esto es una contradiccién a

(5.4), cuando € — 0.
Por (a) y (b), obtenemos

0 ¢ (id— H)QU x V) x [0, 1]).
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Por lo tanto, de la invarianza de homotopia, la teoria del grado topoldgico y el Lema
5.3 en , tenemos

deg(id — H(yo,z,1),U x V,0)

= deg(id — H(yo,r,0),U x V,0)
=deg(F(-,¢),U,0)

# 0.

Entonces, existe (7, y0,) € U x V, tal que

— 1 -
T (t) aloyjov*+f0t€f(s,alo@(s),5)As
Una prueba similar que (b) produce que z(t) € X, esto es
H(yo., z:(t),1) = 7(yo., (). (5.26)

Por lo tanto, de y (5.26]), obtenemos que (yo,, 7. (t), 1) es un punto fijo de 7 en
X. Asi z,(t) es una solucién del problema acotado . Esto completa la prueba
del Teorema. O

Para finalizar esta seccion presentaremos dos ejemplos donde se utiliza el método
del promedio de primer orden para determinar la existencia de soluciones periddicas

de sistemas diferenciales en time scale.
Ejemplo 5.6 Consideremos la ecuacién diferencial
Y= (t) = e(sin(tr) + 1)y(t) + %r(t, z, €), (5.27)
en time scale T = U2 ([2k, 2k + 1], es decir T es 2-periddica. Sea
fit,y(t)) = (sintm) + 1y(t).
fi(t,y) es 2-periédico en la primera variable, pues
Silt +2,y(t)) = (sin((t + 2)m) + 1)y(t)
= sin(tm + 2m)y(t) + y(t)

= (sin(tm)cos2m]’ + sing2m)" cos(tm))y(t) + y(t)
= [it,y(1))-
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Ademas, f es Lipschitz-continua en la segunda variable, lo que significa que

[f1(tyn) = filt y2)| = [(sin(tm) + D)y (t) — (sin(tm) 4 1)ya(t))]
< [sin(tm) + [y (t) — ya(1)]
<2|y1(t) — yo2(t)| para algint € T

Como F(y,e) = 5<1+l>y, entonces F'(0,¢) = 0. Por lo tanto, deg(F(-,¢),U,0) # 0.
Entonces todas las higétesis del Teorema [5.18| se cumplen, lo que implica que la
ecuacion tiene una solucién 2-periddica. Se usé una ecuacién similar para
describir el crecimiento de una poblacién de plantas en [4]. En nuestro caso, el

coeficiente de crecimiento varia en lugar de ser constante.
Ejemplo 5.7 Consideremos la ecuacién diferencial

r® =%y + 32%y® cos?(t) + 2cty sin(t) + ° sint(2? + y?),
y= =e?a3y? (sin? t + 3) + 3aPy* + 2w sin(t) + €° cos (2% + ), (5.28)

con time scale T = UX |2k, (k + 1)x], donde sint(x? + y?), cost(z? + y*) son

rd-continuos y 2m-periddicos en la variable t. Sea

0, 2%y*(sin®t + 3))7,
v, 0)",

0,
(
(z%y® cos t, 2*y")T,
(
(

2ysint, 2z sint)’,

sint(2? + y?), cost(x? +y*))T.

entonces
@2y =efi+ 2 fs + 2 fs + el fy + 0

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno y U una vecindad del origen, entonces para
(x,y) € U, tenemos (x,y) # (0,0). Si (z,y) € OU y y # 0, existe una vecindad
N(y) de (z,y), tal que

1 1
5—23/ + gx’2y’3 cos?(t) + 2y sin(t)| > |v/|
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para algin (2',y’) € N(n). Si (z,y) € OU y x # 0, existe una vecindad N(n) de

(z,y), tal que

131,/3
£

1
y/?(sin®(t) + 3) + Ex'gy”l + 22 cos(t)‘ > |2/
para algin (z/,y") € N(n). De acuerdo con el Teorema [5.18| consideremos la funcién

promedio
k 1 T
F(y,e) = — efils,y) As
(y,¢) E_;T/o fils.y)
donde
21 s T
/ COSQtAt:/ cos tdt + cos? t]y—rg = — + 1,
0 0 2
s
27

2 s
/ sint At = / sin? tdt + sin® tjmr =
0 0

2T ™
/ sintAt:/ sintdt + sint|;—, = 2.
0 0

Asi, tenemos
2.2, 3.2 3T 2 3.3 2/ 3,34 2. \*

F(z,y,e) = <€ Y-+ e’xty (§+1)+45 Y, 217y (§—|—3)+5 xy* + 4e a:) ,

y F(0,0,e) = 0. Por lo tanto, deg(F'(-,¢),U,0) # 0.

Entonces todas las hipotesis del Teoremalb.18/se cumplen, lo que nos permite concluir

que el sistema ([5.28)) tiene una solucién 27 periddica.
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Conclusiones

En esta tesis, hemos presentado dos problemas :

(1) En el primer problema consideramos un sistema Hamiltoniano con dos grados
de libertad con funcién potencial polinomial homogéneo de grado cinco y es-
tablecemos algunos resultados de la aplicacién del método del promedio de
primer y segundo orden. A partir de los grados de las partes homogenéas de
tercer, cuarto y quinto grado exhibimos algunos ejemplos. Los principales re-
sultados para este problema se resumen en las proposiciones del Capitulo 3 de

esta tesis.

(2) En el segundo problema hemos utilizado la técnica del método del promedio de
segundo orden para establecer la existencia de familias de soluciones peridédicas
y su tipo de estabilidad en un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad
y con potencial polinomial de grado seis. Los principales resultados para este

problema se resumen en los teoremas del Capitulo 4| de esta tesis.
Algunas limitaciones:

(a) El método del promedio da informacién parcial sobre el nimero de familias
periddicas del sistema hamiltoniano, especificamente garantiza una cota infe-

rior para el nimero de soluciones periédicas.

(b) Las regiones obtenidas via el método del promedio de segundo orden son re-
giénes éptimas a través del método, sin embargo, utilizando otras técnicas u

otros cambios de variables podran aparecer mas familias de soluciones periodi-
cas del sistema ver por ejemplo [63/11].
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Algunas proyecciones:
= Estudiar sistemas hamiltonianos con grados de libertad mayor a dos.

= Utilizar otras técnicas u otros cambios de variables que permitan obtener

nuevas soluciones periddicas de los sistemas estudiados.

= Estudiar existencia de soluciones periddicas cuando las regiones del pardmetro

son degeneradas (Jacobiano nulo de la funcion promedio).

= Dar respuesta si las regiones que garantizan existencia de soluciones periédicas

para potenciales de la forma
Va(z,y) = A2’ + Bay®, Vs(z,y) = C 2® + Dy’
son homeomorfas o no, para los correspondientes parametros, A, B,C'y D.

= Aplicar el teorema del promedio en time scale a sistemas Hamiltonianos
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