UNIVERSIDAD CATOLICA DE LA SANTISIMA CONCEPCION

CARACTERIZACION DE BIFURCACIONES DE SOLUCIONES PERIODICAS
EN SISTEMAS HAMILTONIANOS EN RESONANCIA 1:1

USANDO TEORIA DE REDUCCION

Tesis para optar al grado de

Magister en Matematica Aplicada

SERGIO ORLANDO VASQUEZ TORRES

Profesor Guia: Dr. Jhon Edder Vidarte Olivera

FACULTAD DE INGENIERIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y FiSICA APLICADAS
Concepcién - Chile
Octubre - 2024






Dedicatoria

Trabajo dedicado a
Veronica Torres Echavarria, Sergio Vdsquez Ibanez y a mis
hermanos Jonathann, Martin y Fernando.

v






AGRADECIMIENTOS

Quiero dedicar este espacio no solo para agradecer a Dios por la oportunidad
que me brindé de estudiar un posgrado, sino también por las personas que El puso
en mi camino.

En primer lugar, agradezco el apoyo brindado por mis padres y hermanos, quienes
me han acompanado no solo en mis estudios, sino a lo largo de toda mi vida. En
especial, quiero reconocer a mi madre, Verénica Torres Echavarria, pues solo Dios
sabe cuantas dificultades hemos superado juntos durante este tiempo.

En segundo lugar, expreso mi gratitud a mi profesor guia, el Dr. Jhon Vidarte
Olivera. Agradezco sus ensenanzas, su enorme paciencia, sus consejos y el apoyo
brindado en los momentos dificiles que pasé durante mis estudios. Ha sido un gusto
tenerlo como profesor desde mi primer ano de magister hasta el iltimo, en su rol de
profesor guia. Muchas gracias, profesor, por ser una excelente persona.

En tercer lugar, agradezco a los miembros de la Iglesia Metodista Pentecostal
de Chile Valle Hermoso de Concepcion. He quedado impresionado con el apoyo que
ellos nos han entregado a nosotros como familia en menos de un ano de conocernos.

En cuarto lugar, expreso mi agradecimiento a mis profesores de posgrado: el Dr.
Sergio Caucao, la Dra. Johanna Garcia, el Dr. Marco Uribe, el Dr. Abraham Solar
y el Dr. Abner Poza, por sus conocimientos, apoyo, disciplina, gestiones, paciencia
y sabios consejos a lo largo de mi formacién. También quiero agradecer al Dr. Luis
Gatica, quien, aunque no fue mi profesor, me apoyé y orienté durante mi postulacion
al programa.

En quinto lugar, agradezco a mis profesoras de pregrado, la Dra. Paula Verdugo
y la Dra. Ximena Colipan, por el apoyo entregado al momento de postular a este
programa. A la Dra. Jessica Gatica, por el apoyo brindado en un momento critico de
mis estudios de pregrado y por recordarme la importancia de la perseverancia y la
superacion, ya que todo trabajo permanente y serio siempre trae buenos resultados.

Finalmente, agradezco a la Universidad Catdlica de la Santisima Concepcién
por la Beca de Arancel 100 % y la Beca de Alimentacién que me fueron otorgadas
durante mis estudios de posgrado. Sin su apoyo, no hubiera sido posible llevar a

cabo este programa.



VI

Esta investigacién fue realizada con el apoyo financiero de ANID-Chile a través
del Proyecto FONDECY'T de Iniciacién N© 11240582, cuyo investigador responsable
es el Dr. Jhon Edder Vidarte Olivera. Su contribuciéon ha sido fundamental para
alcanzar este logro y completar mi formacion académica.

A todos y cada uno, mi mas profundo agradecimiento.



Resumen

En esta tesis, estudiamos la existencia de bifurcaciones de soluciones periddicas
en Hamiltonianos de tipo polinémico en resonancia 1 : 1. Especificamente, caracteri-
zamos familias de perturbaciones de grado tres y cuatro en las cuales una bifurcacién
periddica de tipo centro-silla o pitchfork toman lugar. Para abordar nuestro estu-
dio utilizamos formas normales, reduccién simpléctica y el método del promedio,
polinomios invariantes y algunos resultados de la teoria bifurcaciones en sistemas

Hamiltonianos.
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Abstract

In this thesis, we study the existence of bifurcations of periodic solutions in
Hamiltonians of polynomial type in 1:1 resonance. Specifically, we characterize the
families of perturbations of degrees three and four in which a periodic bifurcation of
center-saddle and pitchfork type takes place. To approach our study, we use normal
forms, symplectic reduction and averaging method, invariant polynomials, and some

results of the bifurcation theory in Hamiltonian systems.
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Introduccion

La dinamica de los sistemas Hamiltonianos ha sido un tema de gran interés tanto
en fisica como en matematica a lo largo de los siglos. Un aspecto fundamental en estos
sistemas es la existencia de soluciones periddicas, las cuales juegan un papel crucial
en la comprensién de la estructura a largo plazo del sistema [5, 9, 2]. Para el estudio
de estos sistemas, se han utilizado técnicas derivadas de la teorias del promedio
25, 22], de reduccién [10, 25], de formas normales [11] y de la teorfa KAM [6]. Entre
ellas, la técnica de reduccion es empleada para remover las simetrias en sistemas
Hamiltonianos [10], y en su versién forma moderna, tiene su origen en los trabajos
de Arnold [6], Moser [22], Meyer [20], Cushman [10], Marsden [4] y Weinstein [18],
manteniéndose como un campo de investigacién activo [21]. La teorfa de reduccién
ha sido aplicada, entre otros, al estudio de la dindmica en problemas de n cuerpos

[19] y en modelos galdcticos [12, 2].

En Dindmica Galdctica [7], muchos estudios estdn dirigidos a comprender el
comportamiento cerca del nicleo de galaxias estelares [3]. Estos problemas suelen
modelarse mediante Hamiltonianos con dos grados de libertad, que incluyen parame-
tros que desempenan un rol importante en los cambios cualitativos de la dinamica
del sistema. Estos cambios estan relacionados con la variaciéon en el nimero de so-
luciones periédicas y el cambio de su estabilidad, lo que genera bifurcaciones de
soluciones periddicas [8, 16, 27]. Ademds, muchos Hamiltonianos galdcticos son per-
turbaciones polinémicas de osciladores arménicos en resonancia 1:1, provenientes de
expansiones de Taylor alrededor de puntos de equilibrio. Entre los aspectos dinami-
cos més relevantes en estos modelos, se destacan el estudio de la integrabilidad [1], la
existencia de soluciones periddicas [17] y de toros KAM [2]. Aunque existe literatura
que aborda estos temas utilizando diversas técnicas, el estudio de las bifurcaciones

de soluciones peridédicas mediante la técnica de reduccion ha sido poco tratado. Una



excepcion es el trabajo de Meyer, Palacian y Yanguas [21], que trata en parcialmente

este problema.

Para el estudio de sistemas Hamiltonianos con simetrias (exactas o aproximadas),
la técnica de reduccién [10] resulta ttil para “remover” la simetria y obtener el
espacio reducido. Este espacio reducido puede parametrizarse mediante polinomios

invariantes o integrales de movimiento asociadas a la simetria.

Un aspecto fundamental relacionado con la teoria de reduccién es la reconstruc-
cion del flujo del sistema de partida a partir del anélisis del sistema reducido. Si bien
la reconstruccion es esencial en el andlisis cualitativo de un sistema dindmico con
simetrias [19, 21], este proceso es delicado, ya que no es evidente que las estructuras
encontradas en el sistema reducido prevalezcan en el sistema original. Por ejemplo,
no esta claro si las bifurcaciones de equilibrios en el sistema reducido se reconstruyen
como bifurcaciones de soluciones periddicas en el sistema original. En la literatura,
gran parte de los trabajos sobre bifurcaciones periddicas en sistemas Hamiltonianos
emplean la aplicacién de Poincaré para identificar los tipos de bifurcaciones [20].
Otros, determinan la forma normal del Hamiltoniano, ya que cada tipo de bifurca-
cién estd asociada a una forma especifica del Hamiltoniano normalizado [16]. Sin
embargo, en la practica, tanto encontrar la aplicaciéon de Poincaré como obtener la
forma normal del Hamiltoniano resultan tareas complejas, especialmente cuando el

Hamiltoniano contiene parametros.

En esta tesis, abordamos el estudio de las bifurcaciones periédicas centro-silla y

pitchfork en sistemas Hamiltonianos cuya funcion Hamiltoniana estd dada por

1 1 <
Helw,y) = 5@+ o) + 503 +93) + ) Hilw,y), (0.0.1)
k=1

donde Hj, es un polinomio homogéneo de grado k& + 2 y € es un pequeno parametro.

Nuestro analisis se basa en un enfoque alternativo para estudiar las bifurcacio-
nes periodicas, utilizando la teoria de reduccién en dos etapas: reduccion y recons-
truccion. En la primera etapa, reducimos la simeria del oscilador normalizando el
Hamiltoniano (0.0.1) y truncénolo hasta términos de grado 4. Luego, escribimos
el Hamiltoniano en coordenadas tipo Reeb [2, 28, 29], fijamos el nivel de energia
Ho = (22 + y?)/2 + (23 + y3)/2 = h y obtenemos el Hamiltoniano reducido sobre
CP;, = Hy'(h)/SY, el cual tiene un grado de libertad. En el sistema reducido, deter-
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minamos los equilibrios e identificamos sus posibles bifurcaciones de tipo centro-silla
y pitchfork. En la segunda etapa, reconstruimos las bifurcaciones en el sistema origi-
nal, verificando si las bifurcaciones de equilibrios encontradas en el sistema reducido
se corresponden con bifurcaciones peridédicas del mismo tipo en el sistema original.
Para esto, enunciamos dos Teoremas sobre bifurcaciones peridédicas, usando las ideas
de reduccion y reconstrucciéon. Estos resultados estan formulados en un lenguaje mo-
derno, basados en el sistema reducido, y se obtienen adaptando algunos resultados
clasicos sobre bifurcaciones periddicas que utilizan la forma normal del Hamiltoniano
o la aplicacién de Poincaré asociada a su flujo.

Uno de los objetivos de esta tesis es determinar condiciones sobre los parametros
del Hamiltoniano (0.0.1) que aseguren que las bifurcaciones de equilibrios en el sis-
tema reducido se reconstruyan como bifurcaciones periédicas en el sistema original.
Un segundo objetivo consiste en caracterizar las familias de Hamiltonianos en reso-
nancia 1 : 1 con la menor cantidad de términos y de grado minimo, donde puedan
ocurrir bifurcaciones peridédicas del tipo centro-silla y pitchfork.

Esta tesis estd organizada en tres capitulos. En el Capitulo 1, se hace una re-
vision de algunos conceptos fundamentales de sistemas Hamiltonianos auténomos,
ademas de una descripcién del método de Lie-Deprit, herramienta esencial para la
simplificacion de sistemas Hamiltonianos. En el Capitulo 2, presenta un resumen de
las técnicas mas relevantes para el estudio de soluciones periddicas, como la teoria
del promedio y la teoria de reduccion. En este capitulo también se enuncian los prin-
cipales resultados sobre bifurcaciones de puntos de equilibrio y soluciones periédicas,
incluyendo dos teoremas sobre bifurcaciones periddicas en Hamiltonianos en reso-
nancia 1 : 1 que utilizan las ideas de reduccién y reconstruccién. El Capitulo 3,
estd dedicado a la caracterizacion de familias de Hamiltonianos, que consisten de un
oscilador en resonancia 1 : 1 mas un potencial ciibico y cuartico, donde ocurren bi-
furcaciones de soluciones periddicas tipo pitchfork y centro-silla. Para la bifurcacion
pithcfork, se considera una familia de Hamiltonianos con potencial cibico y cuartico
que presenta una simetria de reflexion, mientras que para la bifurcaciéon centro-silla
se analiza un potencial cibico y cudrtico genérico. En ambos caso, se utilizan las
variables de Reeb y los teoremas sobre bifurcaciones periddicas desarrollados en la
Seccion 2.3.3.






Capitulo 1
Sistemas Hamiltonianos

En este capitulo se introducen los principales conceptos y propiedades de los
sistemas Hamiltonianos auténomos y transformaciones simplécticas, tomando como
principal referencia el libro de Meyer [20]. También se incluye una breve descrip-
cién del método de normalizacién de Lie-Deprit [11], fundamental para el anélisis y

simplificacion de estos sistemas.

1.1. Definicién y ejemplos

Definicién 1.1.1 Un sistema Hamiltoniano autonomo con n grados de libertad es

un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

. OH
q = a_ - Hpa
p (1.1.1)
S L
p - aq - qQ»

donde H: O C R* — R es una funcién de clase C'(O) definida en un subconjunto
abierto O de R*". La funcién H se denomina el Hamiltoniano del sistema y q =
(¢1,-,Gn) Yy P = (P1,-.-, Pn) son los vectores posicién y momento, respectivamente.

Ejemplo 1.1.2 Considere el sistema planar

dx

a = f(x7y)7
dy
% - g(xay)



Para determinar si el sistema anterior es Hamiltoniano o no, se debe verificar si

existe una funcion H: O C R? = R tal que

fley) = %—?(x,y),
OH
g(x,y) - _%(xvy%

para todo (xz,y) € O. Si tal funcion existe y posee sequndas derivadas parciales

continuas, entonces
PH PH
oxdy  Oyox’

Por lo tanto, si el sistema es Hamiltoniano, entonces

of _PH _ PH Iy
or  O0xdy Oydr Oy’

de donde resulta que g = —@, esto es,
ox dy
‘ of 0Og
d = - _—= .

El Hamiltoniano del sistema es dado por

H(w,y) = / Fy)dy + o(x),

donde ¢(x) = ~g(o.) — 5 [ f(z.u)dy.

Ejemplo 1.1.3 (Oscilador arménico no amortiguado) El sistema del oscila-

dor armonico no amortiguado es el siguiente:

dy
- = v
dt ’
dv
dt - qy?
donde q > 0 es una constante.
of dg .
Note que f(y,v) = v y g(y,v) = —qu. Luego, = = 0 = —— y el sistema es

oy ov
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Hamiltoniano. Para encontrar H usamos la relacion

Hiw.0) = [ vdo+0(y) = 30° + 0(0).

de donde resulta

1
Integrando ¢'(y) con respecto a y, se obtiene ¢(y) = §qy2. Por lo tanto, el Hamil-

toniano del sistema es

1 1
H(y,v) = 502 + §qy2-

Sea z = (q,p) y considere la matriz antisimétrica

O 1
-1 O

9

donde O y I son las matrices cero e identidad de orden n, respectivamente. Con esta

notacién, podemos escribir el sistema Hamiltoniano (1.1.1) en la forma

z=JVH(z). (1.1.2)

En particular, cuando H es una forma cuadratica, tenemos la siguiente definicién.
Definicién 1.1.4 Un sistema Hamiltoniano lineal y autonomo es de la forma

z = Az = ]Sz, (1.1.3)

donde S es una matriz simétrica. En este caso, el Hamiltoniano asociado al sistema

lineal es la forma cuadrética

1
H(z) = EZTSZ.

1.2. Transformaciones simplécticas

Definicién 1.2.1 Una aplicacion T: O C R* — R?", donde O es abierto es una

transformacion p-simpléctica si su matriz Jacobiana DT (z) satisface

(DT (2)]"IDT(z) = 1.



Las transformaciones simplécticas tienen la propiedad de preservar la estructura

Hamiltoniana.

Teorema 1.2.1 La transformacion p-simpléctica T: O C R*" — R* ( = T(z)

transforma el Hamiltoniano (1.1.2) en
¢ =IVK(Q).
donde el nuevo Hamiltoniano IC es dado por
K(¢) = nH(T(C)).

Demostracién. De ¢ = T'(z) se tiene

Usando regla de la cadena y definiendo H(¢) = H(T~1(¢)) se sigue que

{ = D,T(2)J[DH()D,T(2)]”
= D,T(z)J[D,T(z)]" (DH(C))".

Como T es p-simpléctica, entonces D,T(z)J[D,T(z)]" = pJ. Por lo tanto,
¢ = (D))" = nIVH(Q).
Haciendo K(¢) = p#H(C) resulta

¢ = IVK(C).

O

En lo que sigue, usaremos la notacién x = (x1,22), y = (v1,¥2), z = (21, 22),

z = (z1, Z2).
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Ejemplo 1.2.2 (Variables complejas) La aplicacion
v: R — C*
(x,y) — ¥(xy)=(272),

donde
Zj:.l’j+iyj, Zj:xj—iyj, j:1,2
es —2i-simpléctica.

En efecto, la matriz Jacobiana de W en z es

1 0 =2 0
01 0
DU(z) = '
1 0 — 0
01 0 —2
Luego,
(10 1 0 0 0 1 0 10 4 0
01 0 1 0 0 0 1 01 0
[DU(2)"IDV(z) = Z
i 0 —i 0 -1 0 0 0 10 —i 0
0@ 0 —i 0 -1 00 01 0 —i
[0 0 -2 0
0 0 —9 ,
= = —2i]J.
2% 0 0
002 0 0

Ejemplo 1.2.3 (Escalamiento simpléctico) Sean o, € R no nulos. La aplica-
cion
v: R* — R*
(x,y) — Y(x,y)=(X,Y) = (ax, fy)

es af-simpléctica.

En efecto, de las relaciones

Xleél’l, X2:a'r27 leﬁyla }/é:ﬁyQ
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se obtiene la matriz Jacobiana

a 0 0 0
0 a 0 0
DU¥(X,Y) =
00 B8 0
000 B
Luego,
(o 0 0 0 0 10 a 0 0
0 00 0 0 1 0 0
[DU(X,Y)TIDU(X,Y) = “ “
00 B8 0 1 0 00 00 B
00 0 8 0 -1 0 0 00 0
[0 0 aB 0
0 0 0 «a
—af 0 0
0 —aB 0 0

Ejemplo 1.2.4 (Variables Accién—Angulo) Sean I = (I, 1) y ® = (¢p1,¢2) y
considere Oy = {(I,®) : I[; > 0,0 < ¢; <27, j =1,2}. La aplicacion

M: Ql — R?
I, @) — MIP)=(xy),

donde

xj = /2ljcos¢;, y;=+/2[jsen¢;, j=12

es stmpléctica.

En efecto, la matriz Jacobiana de M es

Cozzl 0 —v2I[sen¢, 0
COS ¢
DML ) 0 \/ﬁ; 0 —v/ 215 sen ¢y
Senﬁl 0 V21 cos ¢y 0
I 0 83112—22 0 V215 cos ¢ |

D O o o
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Yy entonces
sen? ¢1 + cos? 1 0
2 2
DML IDML ) = ’ e e o2
—sen? ¢ — cos? ¢1 0 0 0
0 —sen? ¢ — cos? ¢o 0 0

= J,

lo que demuestra que la aplicacion es simpléctica.

Ejemplo 1.2.5 (Variables tipo Reeb para la resonancia 1:1) Considere las

transformaciones Ty : Q — R* y Ty: Q — R* definidas por

x1 = /2L — Q% — P%2cosl, 1y, =+/2L —Q?*— P?sen/,

(1.2.1)
X9 = Qcosl — Psen/, Yo = Pcosl + Q) senl

x1 = Qcosl — Psen/, y1 = Pcosl + Qsen/,
Tog = /2L — Q% — P%2cosl, y,=+/2L — Q?— P?sen/,
respectivamente, donde Q = {(L,Q,¢,P) : Q*+ P? < L, 0 < { < 2r}. Estas trans-

formaciones se conocen como tranformaciones tipo Reeb para la resonancia

(1.2.2)

1 : 1 y corresponden a un caso particular de las transformaciones para sistemas
con tres grados de libertad, introducidas en [23]. Las variables definidas en (1.2.1) y
(1.2.2) han sido utilizadas en el estudio de la existencia de soluciones periddicas en

Hamultonianos polinomicos en resonancia 1 : 1. Véanse, por ejemplo, las referencias

12, 28] y [29].

En particular, para Ty con ¢ = (L, Q, ¥, P) se tiene

[ cos{ _ Qcost . \/ﬁ . Pcost i
V/2L-Q2— P2 V/2L-Q2— P2 2L -@ P*sent \/2L—Q2—P2
0 cos/ —Q@senl — Pcos/ —sen/
DTI(Q) = sen / . Qsen’ 2], — QQ — P2cos/ . Psent
\V/2L-Q2—P? \/2L-Q2*—P? \/20L—Q2—P2
0 sen / —Psentl + Q) cos/t cos/t

y después de algunos cdlculos se obtiene que

[DTV ()" IDT(¢) =T,
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lo que demuestra que la transformacion es simpléctica. De manera similar se prueba

que Ty es simpléctica.

1.3. Matrices Hamiltonianas

Definicién 1.3.1 Una matriz A € Ms,(R o C) es Hamiltoniana si
ATJ+JA=0. (1.3.1)

El espacio de matrices Hamiltonianas reales se denota por sp(2n,R).

En particular, una matriz A = ¢ es Hamiltoniana si
c

T - - -
a b 0 1 N 0 1 a b B 0 0
cd| |[-10 1 0][ecd| |00]
— a ¢ d | [0 0]

+ =
—d b —a —b | 1 0 0
0 a+d] [0 0]
—(a+d) 0 1 0 0

En consecuencia, A es una matriz Hamiltoniana si y sélo si a + d = 0, es decir,
tr(A) =0.

Teorema 1.3.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A es Hamiltoniana.
it) A=JR donde R es simétrica.
iii) JA es simétrica.

Mds aiin, si A y B son Hamiltonianas, entonces lo son AT, aA (o« € RV a € C),
A+ B y|A,B] = AB — BA.

Demostracion.
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i) — i1) Supongamos que A es una matriz Hamiltoniana. Entonces de la definicién se

sigue que ATJ = —JA. Luego, tomando R = —JA se tiene que A =JR y

RT = (-JA) = —ATJT = AT] = - JA=R.

i1) — i1i) Sea A = JR con R simétrica. Entonces JA = —R de donde se sigue que
JAT = (-R)" = -R" = —R = —JA.

En consecuencia, JA es simétrica.

ii1) — 1) Supongamos que JA es simétrica, esto es, (JA)T = JA. Luego,
ATJ+JA=AT]+ (JA)T = AT] - AT =0,

lo que demuestra que A es Hamiltoniana.

Ahora, mostraremos que si A y B son matrices Hamiltonianas entonces AT y [A, B] =

AB— BA también lo son. Las propiedades restantes se demuestran de forma similar.

s De la relacion
(AT)TJ + JAT = —J2AJ — JAT]? = —J(JA+ ATJ)J =0.

se sigue que A7 es Hamiltoniana.

= Como A y B son Hamiltonianas entonces se cumple que
JA=-A"] y IB=-B"J.

Multiplicando a derecha por B y A ambos lados de cada ecuacién, respectiva-

mente se obtiene

JAB=—-AT]JB y —JBA=BTJA.
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Luego,

(A, B"] +J[A,B] = (AB— BA)"]+J(AB — BA)

(BTAT — ATBT)] + J(AB — BA)
(BTAT] — JBA) + (—ATB'] + JAB)
(BTAT] + BTJA) + (~ATBT] — AT]B)
BT(ATJ + JA) — AT(BTJ + IB)

= 0

Por lo tanto, [A, B] es Hamiltoniana.

O

Proposicién 1.3.2 El polinomio caracteristico de una matriz Hamiltoniana real A
es un polinomio par. De este modo, si A es un valor propio de A, entonces lo son
-\ A=A

Demostracién. Como el polinomio caracteristico det(A — AI) de una matriz real
tiene coeficientes reales entonces si A es un valor propio de A, A también lo es. De
este modo, resta probar que det(A — AI) = det(A + AI). Como A es una matriz

Hamiltoniana entonces A = JATJ. Luego, podemos escribir

det(A— M) = det(JAT] + \JI)
det(J(AT + \I)J)
det(J) det (AT + M) det(J)
— det(AT + D).

Notando que AT + A\l = (A + AI)T se obtiene
det(A — A\I) = det(A + AI)" = det(A + \I).

Asi, si A es un valor propio de A, entonces —\ también lo es. a

Definicién 1.3.3 (Corchete de Poisson) Sean F' y G dos funciones diferencia-
bles de un abierto O C R?" en R. Se define el corchete de Poisson de F y G como:

OFToG  OFToG " [OF 0G OF 0G
F,.G) = VFTIvg = & %9 9 oG (_____>.
el Z dq; Op;  Op; Og;

j=1
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1.4. Matrices simplécticas

Definicién 1.4.1 Una matriz S € My, (R o C) es p-simpléctica si
STIS = ul.

En particular, si p =1, se dice que S es una matriz simpléctica.
El conjunto de matrices simplécticas se denota por Sp(2n,R).

Teorema 1.4.1 Si S es p—simpléctica, entonces S es no singular y se verifica
St = —p 1381 (1.4.1)

Si S y R son simplécticas con multiplicador ju y v, respectivamente, entonces ST,

S=t y SR son simplécticas con multiplicador pu, =t y pv respectivamente

Demostracién. Como S es p—simpléctica, entonces STJS = uJ, de donde resulta
det(S)? = det(STJS) = p?" det(J) = p*",

lo que implica que det(S) # 0. Por lo tanto, S es no singular. De la relacién STJS =

1, se sigue que
STIIH(ST) ™ = (STIS) ™ = (ul) ™' = p~ 137 = — U
Multiplicando a la derecha por STJ en ambos lados de la ecuacién resulta
St = ISty
Ahora probaremos que S™! sea p~!—simpléctica. En efecto, usando (1.4.1) se tiene

(STHTIS = (S7)TI(—p'3STT)
1 (S—l)SSTJ
(5SS TT
IJ_

I
1
1

Para demostrar que ST es u simpléctica se procede de forma similar.
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Finalmente, mostraremos que si S es u-simpléctica y R es v-simpléctica entonces

SR es pv-simpléctica. Agrupando en forma conveniente se tiene
(SR)TJ(SR) = RT(S"JS)R = RT ()R = u(R"JR) = p(v]) = pvl.
En consencuencia, SR es uv-simpléctica. O

Proposicion 1.4.2 El polinomio caracteristico de una matriz simpléctica real S es
un polinomio reciproco. De este modo, si X\ es un valor propio de A, entonces lo son

ALy AL

Demostracién. Como det(S—AI) es un polinomio con coeficientes reales, si A es un
valor propio de S, X lo es. Resta probar que det(S — AI) es un polinomio reciproco,
esto es, det(S — A\I) = £X?"det(S — A71).

En efecto, como S es simpléctica entonces STJS = J. Luego, usando la relacién

J? = —T se tiene

det(S — AI) = det(—=J%S + AJ?)
det(J) det(AJ — JS)
det(ASTJS — JS)
det [(ST — 11) (\JS)]
det (ST — +1) det(AJS)
220 det (S — L1)"
= £A2det(S — A7),

En consecuencia, si A es un valor propio de S entonces A~! es un valor propio de S.

O

1.5. El Algoritmo de Lie-Deprit

En esta seccién, describiremos un procedimiento para construir transformaciones
simplécticas cercanas a la identidad (transformaciones de Lie), que permiten llevar
un sistema Hamiltoniano a su forma mas simple, conocida como forma normal.

Suponga que X (y, €) es una transformacién simpléctica proxima de la identidad,



1.5 El Algoritmo de Lie-Deprit 17

o equivalentemente, X (y, ) es la solucién del sistema Hamiltoniano

j—i = IVW(z,2), =(0)=y. (1.5.1)

Sea H(z,e) el Hamiltoniano inicial, W(x,¢) la funcién generadora y K(y,e) =

H(X (y,€),¢e) el Hamiltoniano transformado. En particular,

Note que H*(y,€) = H«(X(y,¢€),¢€), donde X(y,¢) es la solucién de (1.5.1).

A continuacién, definamos el Operador diferencial D por

DF(z,¢) = oF

(@) + (R W} (2,2),

el cual satisface

0
e (F<x7€)‘m:X(y,€)) - DF(JE"g)}ac:X(yz)'

Introduciendo las funciones auxiliares H = H, H* = DH!, i > 1, con expansiones

se verifica que
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Luego, el Hamiltoniano normalizado es

K(y,e) =

(5)#w

El Método de transformaciones de Lie introduce funciones auxiliares Hji», 1=

0,1,2,..., 7 =1,2,... las cuales satisfacen las identidades recursivas

=Hh Z( ) Hi o Wi} (1.5.2)

donde {, } representa el Corchete de Poisson usual. La interdependencia de las fun-

ciones 7-[; puede ser entendida facilmente considerando el siguiente arreglo triangular

(1.5.3)

— HE

!

El arreglo (1.5.3) es usualmente conocido como triangulo de Lie.

De las dos primeras etapas del tridangulo de Lie, encontramos que los términos

del Hamiltoniano normalizado hasta orden O(g?) pueden ser determinados de las

relaciones

<& Hé = H?‘i‘ {Hg,Wl
o Hy=Hi+ {Hy, Wi}

= MY+ {H), Wi} + {H), Wa} + {Hg, Wi }.

Definicién 1.5.1 El Hamiltoniano K(y,e) = >

gt ,
(,—') Hy(y) estd en forma nor-
il

mal con respecto a H) si {H{, Hi} =0 pa;a todo 1.
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1.5.1. Normalizacion en variables tipo Reeb

Cualquier Hamiltoniano polinémico de grado menor o igual a cuatro en resonan-

cia 1 : 1 puede ser expresado en variables tipo Reeb en la forma
HE(‘L? Q? 67 P) =L+ 5H1(L7 Qa & P) + €2H2(L7 Qa ga P) (154)

Usando el Método de Lie-Deprit, encontramos que la forma normal de (1.5.4) con

respecto a L hasta términos de orden £? viene dada por
H(L,Q, 0, P) = L+ *Hs(L, Q, P) + O(c"), (15.5)

donde H; es un “promedio” con respecto a la variable angular ¢ dado por

2m
- 1
27‘[2 - H2+{H1,W1} - %/(HQ‘F{Hl,Wl}) dg, (156)
0

‘
con Wy = — / H,dl y donde el corchete para dos funciones f, g viene dado por

0fdg 90fdg  9f dg Of dg

U9t =319¢ ~acar T agar ~opag
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Capitulo 2

Teoria de Reduccion y Teoria de

Bifurcaciones

En este capitulo se incluyen los principales resultados de la teoria de reduccién
y la teoria de bifurcaciones con un enfoque en las bifurcaciones de equilibrios y de

soluciones periddicas.

2.1. Teorema de Reducion General

Consideremos el Hamiltoniano auténomo con n grados de libertad
H.=Ho(L) +eH1(L, L, y) + O(e?), (2.1.1)

donde Hy, H1: U C R?" — R son funciones diferenciables, H; es 2m-periédica en ¢,
(L,¢) € TS, y € R?2 son coordenadas simplécticas y € es un pequeiio pardmetro.
Supongamos ademés que w(L) = 0Hy/IL # 0.

Las ecuaciones de movimiento asociadas al Hamiltoniano (2.1.1) estan dadas por

L:O(E), y=€vaH1(L7£ay)+O(52)v

OH, (2.1.2)

H 2
W= oL (L7£7y) +O(6 )7

donde J es la matriz antisimétrica de Poisson. Es claro que para ¢ = 0, el Ha-

miltoniano (2.1.1) es integrable y todas sus soluciones son periédicas de periodo

21
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T(L) =2m/w(L) y estdan dadas por
P (L, 4y) = (L, —wt +L,y). (2.1.3)

Se define el Promedio de H; sobre el flujo del sistema no perturbado (¢ = 0)

como la integral
T

Hy = %/7—[1(@8) ds. (2.1.4)

0
Efectuando el cambio de variable u = —wt + ¢, usando la periodicidad de H; y

realizando algunas manipulaciones, la integral (2.1.4) asume la forma

2

1
0

De este modo, H; no depende de 6 y en consecuencia {Hg, H1} = 0, donde { , }

es el Corchete de Poisson usual para funciones definido por

{f,9} = VSf(LLy)IVg(L,{y),

0f9g 0f 0y i 9f 99 of 9g
LIl 9LOL) " =5 \0y; Ojen  Oynsi1 0y;

Sea un valor fijo h y considere NV_(h) = H;1(h). Sobre Ny(h) = Hy' (h), defina la

« 7
~

relacion de equivalencia que identifica dos puntos en Ny(h) que estdn sobre la
misma érbita. Denotemos por B(h) el espacio cociente Ny(h)/ ~ y por m: Ny(h) —

B(h) la proyeccion.

Teorema 2.1.1 (Reeb 1952) Si H tiene un punto critico no degenerado en p €
B(h) con p € Ny(h), existen funciones diferenciables p(¢) y T'(e) para € pequerio con
p(0) =p, T(0) =T y ple) € No(h) y la solucion de (2.1.2) pasando por p(e) es
T(e)-periddica. En particular, si los exponentes caracteristicos del punto critico (esto
es, los valores propios de la matriz A = JD*H(p)) son A1, A, ..., Aon_o, entonces

los multiplicadores caracteristicos de la solucion periddica pasando por p(e) son

L1, 14+eMT + 0D, 1 +eXT +0(?),. .., 14 Agp_oT + O(£%).
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La demostracién del Teorema 2.1.1 puede ser encontrada en [19].

2.2. Invariantes para la resonancia 1 : 1

En esta seccién introducimos los principales conceptos y resultados de la teoria
de invariantes para osciladores en resonancia 1 : 1.

El Hamiltoniano asociado al oscilador en resonancia 1 : 1 es dado por

1 1
Ho(,y) = 5 (23 +43) + (a3 + ). (22.1)

A

El flujo asociado a Hg define una accién p: S*xR* — R* dada por ¢(t, 2) = e?'z.

Esta accién es libre y propia sobre cualquier nivel de energia
No(h) = {z = (z,y) € R : Ho(z,y) = h}

con h > 0. En consecuencia, el espacio orbital B(h) = Ny(h)/S! tiene estructura
de variedad diferenciable y ademas es difeomorfo al espacio proyectivo complejo CIP
(Moser). Como S es un grupo de Lie compacto, un modelo para el espacio reducido

es la variedad semialgebraica generada por los cuatro polinomios invariantes
22 2 2 _ _
™ =]+ Y, To=2x5+Y;, T3=T1Ta+Y1Ye, T4=T1Ys— Toyi. (2.2.2)
donde
m+m=Ho=h; 7 +T=mm (2.2.3)

y m > 0y m > 0. Los invariantes en (2.2.2) forman una base de Hilbert real
para el espacio de funciones invariantes por . Denotando este espacio por Rg: |z, ]
podemos escribir

Rgi[z,y] = ({m1, w2, 73, Ta}) .

Usando las relaciones (2.2.3) encontramos que el espacio reducido puede ser repre-

sentado por la esfera

CPy, = {(m, 3, m4) € R® 1 (m — h)? + 73 + 7§ = h*}.
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Ty

Bt

™

Figura 2.1: Espacio reducido CP.

Proposicién 2.2.1 SiH es un Hamiltoniano que estd en forma normal con respecto

a Ho. Entonces el campo vectorial asociado a H en invariantes es dado por

j=1,2,34. (2.2.4)

Z {ijﬂk} o

Demostracién. Si ‘H estd en forma normal entonces H € Rgi[x,y] y puede ser

escrito en términos de los

de la cadena se obtiene

I
M)~

Sl

@
Il
—

I
'M“

@
Il
—

I
.M“

s
Il
—

I
Eonl
-
I

e
Il
—

invariantes. Luego, fijando j € {1,2,3,4} y usando regla

871']' ) dlL’Z 07rj . %

Om; AW _Om; dH

Ox; dy; Oy,  dx;
—(97@ 4 dH dmy, 57@ dH dmy,

dxr; ; dr dy; Z dry da;
i om; Om,  Om; Om\ | OH

— Ox; Oy;  Oy; Ox; omy,

OH

{75 i} 5

O

En adelante, nos referiremos al sistema (2.2.4) como Campo de Poisson asociado
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aH.
De la ecuacién (2.2.4), es claro que para encontrar el Campo de Poisson de H es
suficiente conocer los corchetes entre los invariantes. Usando las relaciones (2.2.2) y

la definicién del Corchete de Poisson usual obtenemos la Tabla 2.2.1.

{mj,m} | m Ty T3 Ty
T 0 0 21y —2mg
o 0 0 —27my 273
3 —2my  2my 0 T — T2
Ty 2wy —2m3  —m + Ty 0

Tabla 2.2.1: Tabla con los corchetes de Poisson entre los invariantes.

Observacion 2.2.2 Si ‘H esta en forma normal con respecto a Hy, los puntos de
equilibrio del sistema (2.2.4) corresponden a soluciones periddicas del sistema Hamil-
toniano asociado a H. Por otro lado, st H = Hny + Hg, donde Hy esta normalizado
con respecto a Hy, entonces los puntos de equilibrio del campo de Poisson asociado

a Hy son los candidatos a generar soluciones periddicas en el sistema asociado a

~

H.

2.2.1. Invariantes versus variables tipo Reeb

Los invariantes dados en (2.2.2) se relacionan con las variables (@, P) de Reeb

introducidas en el Ejemplo 1.2.5 a través de las ecuaciones

y
Q=—"2, p=-"T4 (2.2.6)

Asi, las aplicaciones ¢y, con ¢;: U; — R?, ¢;(7) = (Q, P) definidas por (2.2.5)

y (2.2.6), respectivamente, son cartas locales para el espacio reducido CP, donde
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Uj={rn=(m,...,m) € CP, : m; >0} para j = 1,2 (ver detalles en [29]). De esta
forma, el conjunto A = {(Uy, 1), (Ua, 1)} es un atlas simpléctico para el espacio

reducido CIP,.

Las transformaciones inversas associadas a (2.2.5) y (2.2.6) vienen dadas por

m = 2h—Q*— P2, ™ = Q% + P?,
(2.2.7)
WgZQ\/Qh—QQ—P2, 7T4:P 2h—Q2—P2
y
m = Q?*+ P?, Ty = 2L — Q* — P?,
(2.2.8)
m3 = Q\/2h — Q? — P?, my = —Py/2h — Q? — P2,
respectivamente.

Observacion 2.2.3 Las relaciones (2.2.5) y (2.2.6) nos permiten pasar de las va-
riables tipo Reeb a los invariantes, mientras que (2.2.7) y (2.2.8) tiene el efecto

1mverso, es decir, nos permiten pasar de los invariantes a las variables de Reeb.

2.3. Teoria de Bifurcaciones

Cuando el comportamiento de un sistema dinamico cambia repentinamente al
variar un parametro, se dice que ha sufrido una bifurcacién. En particular, en sis-
temas Hamiltonianos auténomos, una bifurcacion esta relacionada a la aparicion de
puntos criticos y/o soluciones periddicas. Ademads, en un punto de bifurcacién se

puede ganar o perder estabilidad.

2.3.1. Bifurcaciones de equilibrios

En esta seccion, introducimos las bifurcaciones cléasicas de equilibrios en Hamil-
tonianos con un grado de libertad, junto con algunas de sus caracteristicas. Los
Hamiltonianos presentados corresponden a las familias més simples en las que se
producen bifurcaciones de equilibrios de tipo centro-silla o pitchfork toman lugar.
Estas familias se conocen como la forma normal del Hamiltoniano para la bifurcacion

correspondiente.
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Bifurcacién centro-silla

Consideremos el Hamiltoniano auténomo con un grado de libertad:

1 1

donde 1 es un pequeno parametro. La funcién (2.3.1) es la forma normal del Hamil-

tiano para la bifurcacion centro-silla y posee las siguientes propiedades:

» Las ecuaciones de movimiento asociadas al Hamiltoniano (2.3.1) estdn dadas

por:
Q = %P = /~L+P27

_ (2.3.2)
P = —Hy = —Q.

» Los puntos de equilibrio del sistema (2.3.2) son de la forma (Q, P) = (0, P*¥)

donde P* satisface la ecuacién de la pardbola u = — P2

Aqui, distinguimos tres casos: <0, u =07y pu > 0.

e Para pu < 0, el sistema (2.3.2) tienes dos equilibrios dados por O, =
(Oa Y _:u> y O:— = (07 V _/JJ)
e Para p =0, el origen Oy = (0,0) es el tinico equilibrio del sistema.

e Para i > 0, el sistema no posee equilibrios.
Note que cuando p = 0, los equilibrios O, y (’):j colisionan con Q.

» Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio, calculamos la matriz

0 2P

Desde que tr(A,) =0y det(A4,) = 2P, el polinomio caracteristico de A, es
p(A) = A2 + det(A) = \* + 2P.

Ahora, evaluamos A, en cada punto de equilibrio.
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a) Para Oy = (0,0) se obtiene:

0 O

] vy p(A) =A%

En consecuencia, el tnico valor propio de Ay es A = 0 (doble), lo que

implica que el origen es un punto degenerado.

b) Para O con p < 0 se tiene

0 £2/—nu

A,(0,£v/=70) = [ A

] vy p(A) = N £2y/=pn
Esto implica que para (’):j los valores propios son imaginarios puros y
para O, los valores propios son reales. El primer caso corresponde a un

centro y el segundo a un punto silla.

a @ . /@
-5 é 5 -30 -20 -10 é 10 20 30
=70 ©w>0

Figura 2.2: Bifurcacion centro-silla

= Del analisis previo obtenemos el siguiente diagrama de bifurcacién.

En la Figura 2.7 el color rojo corresponde a puntos criticos estables (centro),
el color azul a puntos criticos inestables (silla) y el punto blanco corresponde

a un punto degenerado.
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L L
0.5 1.0

Figura 2.3: Diagrama de la bifurcacién centro-silla.

Bifurcaciéon pitchfork supercritica

Consideraremos el Hamiltoniano auténomo con un grado de libertad:

1, 1
H(Q. Pip) = 5Q7 + 7P+ 5P, (2.3.3)

donde p es un pequefio pardmetro. La funcién H definida en (2.3.3) es la forma
normal del Hamiltoniano para la bifurcacién pitchfork y tiene las siguientes propie-
dades:

» Las ecuaciones de movimiento asociadas a (2.3.3) estan dadas por:

Q = Hp = P(P’+y),

_ (2.3.4)
P = —Hy = —Q.

» Los puntos de equilibrio del sistema (2.3.4) son de la forma (Q, P) = (0, P*),

donde P* = 0 ¢ satisface la ecuacién p + P? = 0.

e Note que el origen Oy = (0,0) siempre es un equilibrio.
e Para p < 0, existen dos equilibrios adicionales: O, = (0, —/—pu) v (9:[ =

(0, /=),

» Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio, calculamos la matriz

0 3P+ pu

. . (2.3.5)

Au(Q, P) = ID*H(Q, P ) = [
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Desde que tr(A,) =0y det(A4,) = 3P? + p, el polinomio caracteristico de A,
asume la forma
p(\) = A +det(A,) = \? + 3P + p.

Ahora, evaluamos A, en cada punto de equilibrio.

a) Para Oy = (0,0), el polinomio caracteristico es p(A\) = A? + p. Depen-

diendo del valor de u, se presentan los siguientes casos:

e Caso I: u < 0. Los valores propios son reales y de signo opuesto, lo

que implica que Op es un punto silla (inestable).

e Caso II: = 0. Los valores propios son ambos nulos, lo que lleva a

una degeneracién en el origen.

e Caso III: p > 0. Los valores propios son imaginarios puros, lo que

indica que el origen es un centro (estable).

b) Para O = (0,4/—p), con < 0, el polinomio caracteristico es dado
por p(\) = A\? — 2u. Asi, los valores propios son imaginarios puros. Por

tanto, los puntos de equilibrio (’)ff son estables (centros).

- 02
Q o i Q. oo
E -

Q Q
w<0 pw=20 w>0

Figura 2.4: Bifurcacion pitchfork supercritica

» Del andlisis previo obtenemos el siguiente diagrama de bifurcacién (ver Figura
2.5).
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0.5 1.0

Figura 2.5: Diagrama de la bifurcacién pitchfork supercritica.

Bifurcacién pitchfork subcritica (antipitchfork)
Otra bifurcacién con un comportamiento similar al de (2.3.3) viene dada por la
familia de Hamiltonianos de la forma:

1 1
H(Q Pip) = 5Q° = 1P+ 5P, (2.3.6)

donde p es un pequeno parametro. Siguiendo un procedimiento similar al de la
subseccién 2.3.1 obtenemos que el sistema Hamiltoniano asociado a (2.3.6) tiene
un tnico equilibrio en el origen cuando p < 0 y dos equilibrios adicionales Off =
(0, £4/1t) cuando g > 0. EI origen es estable (centro) para p > 0, se degenera en
1 = 0 y se vuelve inestable cuando p < 0. Por otra parte, los equilibrios Off son
siempre inestables (sillas).

El esquema de la bifurcacién pitchfork subcritica es mostrada en la Figura 2.6.

T N7
Z

SSSS———

Q. oof — Q o Q o
Q Q Q
w <0 =20 ©w>0

Figura 2.6: Bifurcacién pitchfork subcritica
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2.3.2. Resultados sobre bifurcaciones de soluciones periodi-

cas

El estudio de soluciones periddicas de un sistema Hamiltoniano puede ser redu-
cido al estudio de una familia de transformaciones simplécticas, como por ejemplo,
la aplicaciéon de Poincaré P definida sobre una superficie de nivel. Puntos fijos de
esta aplicacién corresponden a soluciones peridédicas del sistema Hamiltoniano. Con
este enfoque tenemos algunos resultados sobre bifurcaciones centro-silla y pitchfork
debidos a Meyer [20].

Sea P: O x I — O : (u,v;u) = P(u,v;u) una funcién diferenciable, donde
I = (—po, o), to > 0, es un intervalo en R y O es una vecindad abierta del origen
en R2. Para p € I fijo, suponga que P, := P(-,u): O — O preserva drea y que el
origen es un punto fijo de P cuando p = 0, es decir Py(0,0) = (0,0). Los valores
propios de la matriz A = 9Py(0,0)/0(u,v) son llamados los multiplicadores del

punto fijo. En dos dimensiones, los valores propios de la matriz simpléctica A son:
L] )\1 = /\2 = —]_

>\1 :/\7 )\2 :)\_1, COD/\GR—{O}.

|>\1| = ‘)\2‘ = 1, con )‘j € C.

Si los multiplicadores son diferentes de +1, el punto fijo es llamado elemental.

Proposicién 2.3.1 Un punto fijo elemental puede ser continuado, esto es, si (u,v)

(0,0) es un punto fijo elemental para P cuando pn = 0 entonces existe 3 > 0 y una
aplicacion diferenciable &: (—pq, ) — O con P(E(p), ) = &(p). Ademds, los multi-
plicadores del punto fijo £(u) varian continuamente con p, por tanto, si (u,v) = (0,0)

es eliptico (resp. hiperbdlico) cuando pn = 0, entonces lo es £(i) para p pequeno.

En particular, la Proposicién anterior establece que un punto fijo eliptico (resp.

hiperbdlico) puede ser continuado a un punto fijo eliptico (resp. hiperbdlico).
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Definicién 2.3.2 El origen es un punto fijo extremo para P cuando p = 0, st

existen coordenadas simplécticas (u,v) tales que P: (u,v; u) — (uv',0"), donde

el

ya==1,#0yd#0.

U v

_l’_
a )

+ (2.3.7)

v Bu? + - -

Teorema 2.3.1 Sea 0 € O C R? un punto fijo extremo para P cuando p = 0.
Entonces existe una curva diferenciable o : (=12, 1) — I x O : 7 — (a(1),£(7))
de puntos fijos de P, P(u(7),&(7)) = &(7), con 7 = 0 dando el punto fijo extremo,
7(0) = (0,0).

El punto extremo divide la curva de puntos fijos en dos arcos. Sobre un arco todos los
puntos fijos son elipticos y sobre el otro arco son hiperbdolicos. Ademds, el parametro
W alcanza un mdximo o minimo no degenerado en el punto fijo extremo; asi, existen
dos puntos fijos cuando p tiene un signo y no tiene puntos fijos cuando p tiene el

otro.

Definicién 2.3.3 El origen es un punto de transicion o flip para P en p = 0 st

existen coordenadas simplécticas (u,v) de modo que P : (u,v;u) — (u',v"), donde

MR N R P

ya==+1,c#0y s #0.

+ ey

/Bu3+ [N

Teorema 2.3.2 Sea p pequeno y supongamos que el origen un punto fijo de transicion
para P cuando p = 0. Si ac > 0, entonces el origen es un punto fijo hiperbdlico
cuando p > 0 y un punto fijo eliptico cuando p < 0 (al revés cuando ac < 0).

Si e >0 (resp. Bc < 0), entonces existe una orbita de periodo 2 para P, cuando
<0 (resp. w > 0), y no existe una orbita periédica para p > 0 (resp. p < 0).
Como p tiende a cero desde el lado apropiado, la orbita 2-periddica tiende al punto
fijo de transicion.

Para p fijo, el tipo de estabilidad del punto fijo y la orbita 2-periddica son opues-
tas. Esto es, si para i fijo el origen es eliptico, entonces el punto periddico es hi-

perbaolico y viceversa.
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Observaciéon 2.3.4 El punto fijo es llamado de transicion debido a que su tipo de
estabilidad cambia de hiperbdlico a eliptico, o viceversa. En el punto de transicion,
aparece un nuevo punto de periodo 2 en uno de los lados de yn = 0; esto se conoce
como duplicacion de periodo en la literatura. Se dice que el punto de periodo 2 bifurca

desde el punto de transicion.

Otros resultados sobre bifurcaciones de soluciones periddicas con un enfoque dis-
tinto pueden ser encontrados en el libro de Heinz [16]. Aqui la aparicién de una
bifurcacién centro-silla o pitchfork obedece a una forma especifica del Hamiltoniano
original después de ser llevado a su forma mas simple (forma normal) mediante el
uso de cambios de coordenadas simplécticas. A continuacién enunciamos los teore-

mas sobre bifurcaciones usando este enfoque.

Considere el Hamiltoniano con dos grados de libertad

H(z,y,q,p) = n(y) + Hy(q,p), (2.3.8)
con 17(0) = w(0) # 0y
Hy(q,p) = %‘y)pz + @qg’ +e(y)g+ ...,

donde (x,y) € S' xR, (¢,p) € R2 Los puntos suspensivos indican términos de grado

mayor o igual a 4.

Observacién 2.3.5 El problema de un grado de libertad definido por H, muestra

que una bifurcacion centro-silla de equilibrios toma lugar a medida que y varia.

Teorema 2.3.3 Sea v = {(y,q,p) = (0,0,0)} una drbita periddica del sistema
Hamiltoniano asociado a (2.3.8). Si a(0),b(0) # 0, ¢(0) = 0 y d(0) := ¢(0) # 0.

Entonces una bifurcacion periddica centro-silla toma lugar cuando H pasa por H(y).

Considere el Hamiltoniano

H(z,y,q,p) = n(y) + Hylq,p) (2.3.9)

con 77'(0) = w(0) # 0y
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a b c
Hy(q,p) = gy)p%r é‘?qu (2y>q2+---,

Aqui, los puntos suspensivos indican términos de grado mayor o igual a 5.

Teorema 2.3.4 Sea v = {(y,q,p) = (0,0,0)} una drbita periddica del sistema
Hamiltoniano asociado a (2.3.9). Si a(0),b(0) # 0, ¢(0) = 0 y d(0) := ¢(0) # 0.
Entonces una bifurcacion de doble periodo (pitchfork periddica) toma lugar cuando

H pasa por H(7).

Observacién 2.3.6 Note que el Hamiltoniano H, truncado a orden 4 tiene la Zs-

simetria ¢ — —q.

2.3.3. Bifurcaciones de soluciones periédicas via reduccién

En esta secciéon enunciamos y demostramos dos resultados sobre bifurcaciones
de soluciones peridédicas en Hamiltonianos con dos grados de libertad en resonancia
1 : 1. Nuestro enfoque se basa en la técnica de reduccion y en el Teorema de la
Funcién Implicita. Para la demostracion de nuestros resultados seguimos la ideas
desarrolladas en [14] y [21].

Considere el Hamiltoniano auténomo con dos grados de libertad

1 1
H(z,y) = 5(95% +y7) + 5(953 +y3) + eHi(z,y) + e Ha(, y), (2.3.10)

donde H; y H, son funciones diferenciables en una vecindad del origen de R*. Usan-
do las transformaciones de Reeb definidas en el Ejemplo (1.2.5), el Hamiltoniano

(2.3.10) se puede escribir en la forma
H(L,Q,0,P) = L+¢eHy(L,Q,(,P)+c*Hy(L,Q,(, P) 4+ O(*), (2.3.11)

donde (L, Q, ¥, P) son las variables de tipo Reeb. Luego, usando el método de Lie-

Deprit, normalizamos el Hamiltoniano (2.3.11) obteniendo
HA(L,Q, 0, P) =L+ *Hy(L,Q, P) + O(?), (2.3.12)

donde H, satisface la relacién (1.5.6) (ver la subseccién 1.5.1).
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El Hamiltoniano reducido sobre CIP;, se obtiene de H,. truncando términos hasta
orden €2, haciendo L = h, eliminando los términos constantes y dividiendo la expre-

sién resultante por 2.

Sea H el Hamiltoniano reducido sobre CPy,, esto es, H(Q, P) = Ha(h,Q,P) y

supongamos que tanto Hs como H dependen de un pardmetro externo 6.

Definicién 2.3.7 Un punto critico O € CP, de H para § = 0 es llamado punto

extremo si ezisten coordenadas simplécticas (Q, P) tales que
H=Ho=Hp=Hpp=Hor=0, Hog#0, Hps #0, Hppp #0  (2.3.13)
cuando Q = P =6 = 0.

Observacion 2.3.8 Las definiciones (2.3.2) y (2.3.7) son equivalentes, la primera
esta expresada en términos de la aplicacion de Poincaré, mientras que la sequnda

se formula en términos del Hamiltoniano reducido.

El siguiente Teorema sobre bifurcaciones centro-silla peridédicas es una adaptacién

a Hamiltonianos de la forma (2.3.10) del Teorema 6.2 demostrado en [21].

Teorema 2.3.5 Si H tiene un punto extremo en O € CPy, cuando § = 0 entonces

el Hamiltoniano (2.3.11) experimenta una bifurcacion periédica centro-silla.

Demostracién. Sean y = (@, P) coordenadas locales en O y sea ¢ una seccién
transversal en el nivel de energia Hy = h. De la demostracion del Teorema de Reeb
se sabe que un punto critico no degenerado de H origina un punto fijo de la aplicacién

de primer retorno P: o — o dada por
P(y,0) =y + 2T IVH(y,0) + O(e%). (2.3.14)

Definiendo F(y,d,e) = V,H(y,d) + O(e), encontramos que las ecuaciones para un

punto fijo de P son

Fi(Q,P,6,e) =Hg +0(c) =0, Fo(Q,P,6,e)=Hp+O0(c)=0. (2.3.15)
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Luego, cuando Q = P = § = ¢ = 0, la matriz Jacobiana de F es

O(Fi,F2)  O(Ho. Hp) [ﬁQQ 0 Hqs ]

a(Q,P,é) B 8(Q7P75) B 0 0 7'2P6

Dado que Hog-Hps # 0, la matriz Jacobiana tiene rango 2 y entonces por el Teorema
de la Funcién Implicita, existen funciones diferenciables Q = &(P,e) y 6 = n(P, ¢)

tales que
Fi(&(P,e), P,n(P,e),e) = Fo (§(P,¢e), P,n(P,e),e) = 0. (2.3.16)

Primero probaremos que para & pequeno, la funcién n(P,e) tiene un maximo o
minimo no degenerado, lo cual implica que el sistema (2.3.16) tiene dos soluciones.

En efecto, reemplazando ¢ = 0 en (2.3.16) y tomando en cuenta (2.3.15) se obtiene
Hq(E(P,0), P,n(P,0)) =0, Hp(£(P,0), P,n(P,0)) =0. (2.3.17)
Derivando ambas ecuaciones con respecto a P y usando regla de la cadena obtenemos

Hog - Ep+Hop+Has -mp =0, Hpo-ép+Hpp+Hps-np=0.  (2.3.18)
Evaluando (2.3.18) en P = 0 y usando (2.3.13) llegamos a

Hoo(0,0) - €p(0,0) + Hegs(0,0) - np(0,0) =0 5 Hps(0,0) - np(0,0) = 0,

de donde resulta, £p(0,0) = np(0,0) = 0.

Derivando la segunda ecuacién en (2.3.18) encontramos

(Hrqq - &p +Hpop + Hpegs - 1p)p + Heq - Epp + Hepq - §p + Hppp
+Hpps - np + (’HpaQ -Ep + Hpsp + 7:[P6677P)77P +Hps - npp = 0.

A continuacién, reemplazando P = 0 se obtiene
Hpps(0,0) + Hps(0,0) - npp(0,0) = 0.

y entonces 1pp(0,0) = —Hpps(0,0)/Hps(0,0)
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Como np(0,0) = 0y npp(0,0) # 0, por el Teorema de la Funcién Implicita
existe una funcion P = w(e) con ¢ suficientemente pequeno tal que w(0) = 0,
ne(w(e),e) =0y npp(w(e),e) # 0. Luego, para un & pequeno fijo, la funcién n(P, ¢)
tiene un méximo o minimo no degenerado en w(e) y np(P,€) cambia de signo en
w(e). Definiendo () = n(w(e),e) tenemos que 6(0) = n(w(0),0) = n(0,0) =0y

Figura 2.7: Gréficas de d(w(e),e) y w(e).

existen funciones continuas wq (9, €), wq(d, €) tales que wq(d,e) < w(e) < wq(d,e) y

wy (0, ) = wy(d,€) siy solo si § = d(e). Ademas, los puntos

(§<w1<(5a 5)7 g), wi (6, €), U(w1(5a 5)7 5)7 €), (£(w2(57 5)7 €), w2(5’ 5)7 77(@U2(5a 5)7 €), 5)

son soluciones del sistema (2.3.16) y por tanto puntos fijos de la aplicacién P. Estos
puntos originan soluciones periddicas del Hamiltoniano inicial, las que coinciden
cuando 0 = 0(g) = n(w(e),e).

Ahora, para demostrar que una de las soluciones es linealmente estable y la otra
es inestable, mostraremos que el punto fijo de P correspondiente es un centro y una
silla, respectivamente. De acuerdo a la demostracién del Teorema de Reeb y a las

ecuaciones (2.3.14) y (2.3.15), la estabilidad de cada punto critico estd asociada a
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la matriz Jacobiana del campo vectorial JF(y, d, €), es decir, a la matriz

Faq Fop

A=]JDF =
-Fio —Fip

evaluada en el punto critico. Como A es una matriz Hamiltoniana de orden 2, se
sabe que su polinomio caracterfstico es p(\) = A? + det(A). Por tanto, el punto

critico serd estable cuando det(A) > 0, inestable cuando det(A) < 0 y degenerado

si det(A) = 0.

Para caracterizar el determinante de la matriz A, evaluamos ambas ecuaciones

de (2.3.16) en (£(P,e), P,n(P,¢),¢e) y derivamos con respecto a P obteniendo

Figép + Fisnp = —Fip

Fogép + Fasnp = —Fap.

Usando la regla de Cramer y resolviendo para np encontramos

Fig F Fiog —F -
det | 71¢ 71 np =det | 79 i det(A). (2.3.19)
Foq Fas Foq —Faop

Cuando € = 0 se tiene que

{ { { 0
det S Jis = det 7__[QQ 7-_[626 = det Haq _
Faq Fos Hpg Hps 0 Hps

= QQQ(()? 07 0) ’ ﬂP(S(O? 07 0) 7é 0.

Esto implica que para € pequeno, el determinante en el lado izquierdo de la ecuacion

(2.3.19) no se anula y entonces

det(A) = — det [ :77::162 ;16 ] np.
2Q J2

Desde que la funcién (P, ) tiene un maximo o minimo no degenerado en w(e) y

cambia de signo en w(e), se sigue que det(A) es cero cuando P = w(e) y cam-

bia de signo en este valor de P. Por lo tanto, para P = w(e) el punto critico
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(&(P,e), P,n(P,¢e)) es degenerado, un punto silla para P en un lado de w(e) y un

méximo o minimo no degenerado para P en el otro lado de w(e). a

Observacioén 2.3.9 Si H es un polinomio en las variables (Q, P) y c;; represen-
tan los coeficientes de los monomios Q'P7, entonces las condiciones relevantes en

(2.3.13) corresponden a

de
cio=co1 =cp2=c11 =0, €90 F#0, d—gl5£0, cos # 0

cuando Q = P =9 = 0.

Definicién 2.3.10 Un punto critico O € CP,, de H para § = 0 es llamado punto

de transicidn si existen coordenadas simplécticas (Q, P) tales que
H=Ho=Hp=Hpp=Horp=0, Hgo#0, Hpps #0, Hpppp #0 (2.3.20)
cuando Q) = P =9 = 0.

Teorema 2.3.6 Si H tiene un punto de transicion en @ € CP, cuando § = 0

entonces el Hamiltoniano (2.3.11) experimenta una bifurcacion periédica pitchfork.
Demostracion. La demostracién sigue las mismas ideas del Teorema 2.3.5. a

Observacion 2.3.11 Si H es un polinomio en las variables (Q, P) y c;; represen-
tan los coeficientes de los monomios Q'P’, entonces las condiciones relevantes en

(2.3.20) corresponden a

d002

W?'QO, cos # 0

clo=cn =cp2=c11 =0, co #0,

cuando Q = P =6 = 0.



Capitulo 3

Bifurcaciones periédicas en

Hamiltonianos polinémicos

En este capitulo, analizaremos bifurcaciones de soluciones periddicas en sistemas
Hamiltonianos auténomos con dos grados de libertad, cuya funcién Hamiltoniana se
expresa como

1 1 .
He(w,y) = (@t +97) + 53+ ) + V(@) j=12, (3.0.1)

donde V;(z) es un potencial polinémico homogéneo de grado j+2 y ¢ es un pequeflo
parametro. Este tipo de Hamiltonianos son de gran interés en Dinamica Galactica,
ya que modelan el movimiento cerca del niicleo de galaxias estelares [3, 7].
Especificamente, caracterizamos familias simples de Hamiltonianos de la forma
(3.0.1), que tiene el menor grado y el menor niimero de términos, en las que ocurren

bifurcaciones peridédicas de tipo centro-silla y pitchfork.

3.1. Bifurcaciones periédicas pitchfork

Las bifurcaciones periédicas de tipo pitchfork son frecuentes en sistemas que pre-
sentan simetrias discretas [16]. Por tal motivo, empezamos caracterizando las fami-
lias de Hamiltonianos de la forma (3.0.1) con potencial ciibico y cuértico que tengan

la simetria de reflexion S : (21, T2, Y1, y2) — (=1, T2, —y1,y2) 0 Sa: (T1, T2, Y1, Y2) —

(Ih —T2,Y1, —y2)-

41
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3.1.1. Perturbaciones Cubicas

Proposicién 3.1.1 El Hamiltoniano cibico H.(x,y) = Ho(z,y) + eVi(x) tiene la
simetria &1 cuando V; es de la forma

b
Vi(z) = azxiz, + gajg (3.1.1)

y tiene la simetria S cuando V, es dado por

c
Vi(z) = gzv‘{f + dx175. (3.1.2)
Demostracién. Sea V;(z) = a173 + asxry + azri73 + aszs. El Hamiltoniano H,

tiene la simetria S; siempre que H, o S; = H.. Esto implica que
3 2 2 3 3 2 2 3
—a1X7] + Qx| T2 — A3X1T5 + A4y = Q1T + Q2T T2 + A3T1T5 + a5,

de donde resulta a; = a3 = 0. Haciendo as = a y ay = b/3, se concluye el resultado.

La segunda afirmacion se demuestra de forma similar. a

b
Observacion 3.1.2 El Hamiltoniano H.(z,y) = Ho(x,y) + ¢ <amfx1 + §x§> es

conocido como Hamiltoniano de Hénon-Heiles.

En lo que sigue, analizaremos el Hamiltoniano de Hénon-Heiles con a = 1, esto

es, consideramos el Hamiltoniano

1 1 b
He(x,y) = 5(33% + i) + 5(3:3 +y3) +e (xf:zrg + §x3) : (3.1.3)
Para introducir la simetria del oscilador en (3.1.3), normalizamos el Hamiltoniano
aplicando el método de Lie-Deprit descrito en la subseccién 1.5. El Hamiltoniano

normalizado hasta términos de orden 4 en coordenadas rectangulares es dado por

1 1
He(w,y) = (@1 +47) + 5 (5 + 13) + £ Halz,y) + O("), (3.1.4)
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donde

Hy =5(2f + y7)* + 5b* (25 + y3)* + 10(b + 2) (z122 + y192)°
+2(7b — 2)(z1y2 — 201>

En términos de los invariantes el Hamiltoniano se escribe como
1
7‘[5(71') = 5(7’(’1 + 7T2) + 627‘[2(71') + 0(64), (315)

donde

Ho(7) = 5m1 4 5b* 5 + 10(b + 2)75 + 2(7b — 2)m; | .

5 [
Truncando (3.1.5) hasta términos de orden &2, usando las relaciones (2.2.3), elimi-
nando términos constantes y dividiendo por €2, encontramos que el Hamiltoniano

reducido sobre CP, es H(m) = Ha(m). Luego, para determinar el campo de Poisson

asociado, empleamos la férmula (2.2.4) obteniendo

(

1
7 = =(b—6)m3my,
3
1
7]:2 = —g(b — 6)7T37T47
1 (3.1.6)
Ty = _E(b — 1)[7m1 + (5b — 2)ma]my,
) 5
| M1 = 0+ D+ (b= 2)mfms.

A partir de las relaciones (2.2.3), encontramos que una solucién de equilibrio del
sistema (3.1.6) es de la forma (my,2h — my, 73, m4), donde 71, w3 y 7,4 satisfacen las
ecuaciones

(b—6)7T37T4 = O,

(b—1)[(5b—9)m — 2h(bb—2)|my = O,
(3.1.7)

b+ D[(b—3)m —2h(b—2)]m3 = 0,

m(2h —m) — 7 -7 = 0,
con la restriccion 0 < m < 2h. Es claro que O = (2h,0,0,0) y Oy = (0,2h,0,0)
son equilibrios del sistema (3.1.6) y que b = —1, b =1 y b = 6 son posibles valores

de bifurcacion. Fuera de estos valores, se cumple que w3 =0 6 w4 = 0 y m; satisface
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la ecuacién

[(5b — 9)my — 2h(5b — 2)][(b — 3)m, — 2h(b — 2)] = 0. (3.1.8)

De aqui, encontramos que otros posibles valores de bifurcacién son b = 2/5, b = 9/5,
b =2y b= 3. Tomando en cuenta todos ellos y considerando (3.1.8) y la tltima

ecuacién de (3.1.7), obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.3 Sobre el espacio reducido CPPy,, el sistema (3.1.6) tiene a lo mds

6 puntos criticos aislados (ver Tabla 3.1.1). De forma precisa:
i) Sibe (—00,2/5)\ {—1} existen 6 puntos criticos aislados: Oy, ..., Og.
it) Sibe (2/5,2)\ {1} existen 4 puntos criticos: Oy, ..., Oy.
iii) Si b€ (2,00) existen 2 puntos criticos: Oy y Os.

w*) Si b= —1 existen 2 puntos criticos Oz, Og y un continuo de equilibrios sobre
el ecuador de CIPy,.

v*) Sib=2/5 existen 4 puntos criticos Oy,...,Oy.
vi*) Si b =1 ezisten 2 puntos criticos O3, Oy y un continuo de equilibrios.

vii*) Sib =2 existen 2 puntos criticos Oy, Os.

Puntos criticos O; = (my, ma, T3, T4)
Oy (2h,0,0,0)
O, (0,2h,0,0)
2h(b—2) 2h  2hv/2=Db
O3 (W 53 ﬂﬂ)
2h(b—2) 2 _ 2hv/2-0
O, <W7_m>_?’0>
O 2h(5b—2) 14h 0 2h+/7(2—5b)
5 56—9 7 5b—97 7 5b—9
2h(5b—2) 14h 2h4/T(2—5b)
Os ( =0 55-9° s T 5p—9 )

Tabla 3.1.1: Puntos criticos del campo de Poisson (3.1.6)
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La linea de bifurcacién de puntos criticos se muestra en la Figura 3.1.

-08 06 04 -02 0 02 0

-
e
=
=
o

2] 0 (2
et ) Il et o e
Figura 3.1: Linea de bifurcacién de puntos criticos.

Luego, de la Tabla 3.1.1 encontramos que los pares de equilibrios O3, O, y O5, Og
colisionan con Oy cuando b = 2/5y b = 2, respectivamente. Este es el tipico escenario
de una bifurcacion pitchfork de equilibrios. La Figura 3.2 muestra la evolucion del
flujo del Hamiltoniano reducido (7) sobre la esfera CPj, para valores del pardmetro

b cercanos a 2/5 y 2. Sobre la esfera, el punto Oy corresponde al origen.

) b<2 () b=2 () b>2

Figura 3.2: Zoom de la Fig. 3.1 centrada en b=2/5y b = 2.

A continuacién, usaremos el Teorema de Reeb para determinar condiciones sobre
el parametro b para que los puntos criticos de la Proposicién 3.1.3 se reconstruyan

como soluciones periddicas del sistema Hamiltoniano asociado a (3.1.3).
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En primer lugar, introducimos coordenadas tipo Reeb (L,Q, ¢, P) usando las
transformaciones simplécticas T : Q — R* y Th: Q — R* definidas en el Ejemplo
1.2.5.

En coordenadas de Reeb el Hamiltoniano (3.1.3) toma la forma
H(L,Q, 0, P)=L+eVi(L,Q,0P), j=1,2 (3.1.9)
mientras que el Hamiltoniano normalizado (3.1.4) se escribe como
HY(L, Q. 0, P) = L+HY(L,Q, P) + O(eY), (3.1.10)

donde Héj ) es la perturbacion relativa a la transformacién 7; y estd dada por

MO = _ 15—2L2 - %L[5(b+ DO + 7(b— 1)P?]
- %(af + P[50+ 1)(b—3)Q* + (b —1)(5b — 9) P?]
y
HP = — 1—52b2L2 + %L[5(b —2)(b+1)Q* + (b — 1)(5b — 2)P?]
- %(Cf + PH[B(b+1)(b—3)Q* + (b—1)(5b — 9) P,

respectivamente. El Hamiltoniano reducido se obtiene de (3.1.10) haciendo L = h,
truncando hasta términos de grado €2, dividiendo por €2 y eliminando términos

constantes. Asi, el Hamiltoniano reducido sobre CIP;, relativo a 77 toma la forma
HO(Q,P)= —Lh[B0+1)Q? +7(b—1)P?
—2(Q*+ P)[5(b+1)(b—3)Q* + (b— 1)(5b — 9) P?]
y con respecto a Th es

HO(Q,P)= LhB(b—2)(b+1)Q*+ (b—1)(5b—2)P?

(3.1.11)
— L@+ P)[BO+1)(b—3)Q* + (b—1)(5b — 9) P?.

Las variables (@, P) parametrizan el espacio reducido CP}, y estén relacionadas con
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los polinomios invariantes (ver subseccion 2.2.1). Usando las relaciones (2.2.5) y
(2.2.6) identificamos los equilibrios de la Tabla 3.1.1 con puntos de R?. Las expre-
siones obtenidas se muestran en la Tabla 3.1.2 y se puede verificar que son puntos

criticos del Hamiltoniano reducido H .

Punto critico ‘ (U1, 1) ‘ (Uz,2)
Ol (07 0) -
Oq —— (0,0)

05 (_ \/go) ( (231);1’0)
04 (V/25.0) (7 ﬁ;g’l,o)

14h V2(Bb—1)h
05 (0, - 97517) (0, - )

9—5b

04 (0’ Tih (0 Jz(sbq)h)

Tabla 3.1.2: Puntos criticos de H) en las variables (Q, P).

Para aplicar el Teorema de Reeb, bastara probar que los puntos criticos en la
Tabla 3.1.2 son no degenerados. Para determinar las condiciones de no degeneracion,
calculamos el determinante de la matriz Hessiana de H™") y H® en cada punto critico

O; (ver Tabla 3.1.3).

Puntos criticos | det (D2H )
O %(bJr 1)(b—1)h?
O2 %(b+ 1)(b— 1)(b—2)(5b—22)h2
05,04 5(6b)é2(3b)b()1+b)h2
—b)(1 —b)(2 — 5b)h
s, s e )s()(g —)5(b) B

Tabla 3.1.3: Determinante de la matriz Hessiana en los puntos criticos de HY).

En lo que sigue, denotaremos por p* € Ny(h) la solucién periddica asociada al

punto critico p € CPy, esto es, p* = p;'(p), donde p,: R* — R?* es la aplicacién
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de Hilbert definida por p,(z,y) = (w1, w2, 73, m4). De la Tabla 3.1.3 y el Teorema de

Reeb se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1 Sea Hy = h > 0. El sistema Hamiltoniano asociado al Hamil-
toniano (3.1.3) tiene a los mds 6 soluciones periddicas ¢(t,e) de periodo T'(e) =
21 + &2T* + O(e*) tales que ¢(t,0) = p* = p-1(p).

i) Sibe (—00,2/5)\ {—1} entonces p € {O1,04,...,04}.
it) Sibe (2/5,2)\ {1} entonces p € {O1, 0z, 03,04 }.

iii) Si b€ (2,00) entonces p € {01, Os}.

iv) Sib= —1 entonces p € {Os5,Og}.
v) Sib=2/5 entonces p € {01,035, O4}.

vi) Sib=1 entonces p € {O3z,O4}.

vii) Si b= 2 entonces p = 0.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la descripcion dada en el parrafo

anterior y la Tabla 3.1.3. a
(2] (3] 2] (1)
ol ) I o1 o fle ,

Figura 3.3: Linea de bifurcacién de soluciones periddicas.

Observacién 3.1.4 Cuando b € {2/5,2} el punto critico Oy es degenerado y el
Teorema de Reeb no aplica. Estos casos estin asociados a bifurcaciones de soluciones

periodicas como veremos mas adelante.

Teorema 3.1.2 La estabilidad de las soluciones periodicas del Teorema 3.1.1 es

como sigue.

A) La solucién generada por Oy es linealmente estable cuando b € (—oo,—1) U

(1,400) e inestable cuando b € (—1,1).
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B) La solucion generada por Oy es linealmente estable cuando b € (—oo,—1) U
(2/5,1) U (2,+00) e inestable cuando b € (—1,2/5)U (1,2).

C) Las soluciones generadas por Oz y Oy son linealmente estables cuando b €

(—1,1)U(1,2) e inestables cuando b € (—oo, —1).

D) Las soluciones generadas por Os y Og existen y son linealmente estables cuando

be (—o0,2/5).

Demostracion. Por la segunda parte del Teorema de Reeb, se sabe que la estabi-
lidad de las soluciones periddicas es heredada de la estabilidad del correspondiente
punto critico. Ahora, si A; = JD*H(p) es la matriz de linealizacién asociada a H en

el punto critico p, entonces el polinomio caracteristico asociado es
p(\) = \* + det[D*H(p)].

De aqui, es evidente que si det| D*H(p)] es positivo entonces los valores propios de A,
son imaginarios puros. En este caso, el punto critico p es estable (un centro), dando
lugar a una solucién periédica linealmente estable. Por otra parte, si det[D?*H(p)] es
negativo, los valores propios son reales en cuyo caso el punto critico p es inestable
(un punto silla) y entonces la solucién periddica correspondiente es inestable en el
sentido de Lyapunov. El determinante de la matriz Hessiana D?*#H en cada punto

critico es dado en la Tabla 3.1.3, de lo cual se sigue el resultado. a

En la Figura 3.4 se muestra la evolucién de los retratos de fase de los puntos
criticos en la carta (U, vy).

Finalmente, analizaremos las bifurcaciones de soluciones peridédicas que se re-
construyen de los puntos criticos en el espacio reducido. Del analisis anterior y el
Teorema 3.1.1 se deduce que una posible bifurcacién correspondiente al punto critico
Oy = (0,2h,0,0) toma lugar cuando b € {2/5,2}. Para llevar a cabo nuestro andlisis,
usaremos la transformaciéon 75, el Hamiltoniano reducido (3.1.11) y las relaciones

en (2.2.6). Note que el punto critico O corresponde al punto (0,0) en la variables

(@, P).

Teorema 3.1.3 El Hamiltoniano H.(x,y) experimenta una bifurcacion periddica

pitchfork supercritica cuando b =2/5 y b = 2.
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a o
N Q Q

(b) b=2 (c)be (3,1
e - S

(d) be(1,2) (e) b=2 (f) b € (2, +o0)

Figura 3.4: Evolucién del flujo en la carta (U, 1) centradoen b=2/5y b=2.
Demostracién. El Hamiltoniano reducido (3.1.11) puede ser expresado en la forma
HO(Q, P) = c20(b)Q* + co2(b) P* + cao(b)Q* + caa (b)Q* P* + coa(b) P*,

donde los coeficientes son dados por

) 1

C40 = —E(b—gxb‘i‘l)a Co2 = 24(5b 120 3)7

1
cor = — (b= 1)(5b—9).

Evaluando los coeficientes en b = 2/5 obtenemos que

4k P 7 7
C20 = 15’ Co2 = U, 040—240, 022—24’ Co4 = 30"
d h
Ademds, ¢, (2/5) = % ) =3 # 0, lo que implica que (0,0) es un punto de
b=2/5

transicién de H® (ver Observacién 2.3.11). Asi, por el Teorema 2.3.6, se conclu-
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ye que una bifurcacién periddica pitchfork toma lugar cuando b = 2/5. De forma

andaloga, evaluando los coeficientes en b = 2 encontramos que

2h 5 7 1 , 13h
c0 =0, co2= 3 Ca0 = 16 C22 = o Coa = T Y ¢(2) = 12

Luego, el Teorema 2.3.6 (intercambiando el orden de las coordenadas @) y P) implica

que una bifurcacién periédica pitchfork ocurre en b = 2. O

Observacién 3.1.5 El Hamiltoniano H.(x,y) = Ho(x,y) + eVi(z) con potencial
(3.1.2) yd =1, esto es,

1 1 c
Heola,y) = 52t +90) + 53 +33) += (5ol +mad) (3.1.12)

puede ser obtenido del Hamiltoniano de Hénon-Heiles mediante una rotacion. Por
tanto, el escenario para las bifurcaciones de soluciones periodicas en el Hamiltoniano
(3.1.12) es equivalente al de (3.1.3).

3.1.2. Perturbaciones Cuarticas

Proposiciéon 3.1.6 El Hamiltoniano H.(x,y) = Ho(z,y) + Va(x) es invariante

por la simetria Sy y Ss cuando el potencial Vo es de la forma
Vo(z) = az] + Bry + yair;.

Demostracién. Sea V,(x) = byx] + boxdxy + byzizd + byzi23 + bsxj. Procediendo
como en la prueba de la Proposicion 3.1.1 y haciendo b; = «, b3 = vy by = (3,

obtenemos el Hamiltoniano
L, 2 L, 2 2
H(z,y) = §(x1+y1)+§(x2+y2)+6 Va(z), (3.1.13)

con potencial Vy(x) = ax] + Bz + yrir. O

Cuando o = f = —a/4 y v = —(a + b)/2, la funcién (3.1.13) corresponde al
Hamiltoniano con potencial de Armbruster-Guckenheimer-Kim (AGK). El Hamil-
toniano AGK ha sido estudiado en [2] en el contexto de la existencia de soluciones

periddicas y toros KAM. Por otro lado, en [28] se estudié la existencia y estabilidad
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de soluciones periddicas del Hamiltoniano (3.1.13) con v = 1. Motivados por este

trabajo, restringimos nuestro estudio de bifurcaciones al Hamiltoniano cuartico
Loy, Loy o 2 4 4 2,2
He(z,y) = 5(951 +y1) + 5(332 +y3) + € (aut + Buy + xia3) . (3.1.14)

El Hamiltoniano (3.1.14) es conocido como Hamiltoniano galactico y fue introducido
por Andrle en [5] para modelar el movimiento en el niicleo de una galaxia.
Después de normalizar el Hamiltoniano (3.1.14), el Hamiltoniano resultante Hs

en funcion de los polinomios invariantes asume la forma

Ho(m) = = (3am; + 365 + 375 + ;) (3.1.15)

ool =

y su campo de Poisson asociado es

/

T = 3Ty,

Ty = —M3My,

7y = (1= 6a)m — (1—68)m], (110
| T = % [(1—28)m — (1 —2a)m].

Los puntos O; = (2h,0,0,0) y Oy = (0,2h,0,0) son equilibrios del sistema (3.1.16)
ya=1/6,3=1/3, a =1/2y [ =1/2 son posibles valores de bifurcacion.

Definiendo los conjuntos paramétricos

Ly = {(wp)eR*:a=1/6,B€(1/2,00}; L} ={(a,p) ER?:a=1/6, B € (—00,1/2) \ {1/6}};
L3 = {(xB)eR*:B=1/6, € (1/2,00)}; L3 ={(e,8) ER?: =1/6, a € (—00,1/2) \ {1/6}};
L3 = {(eB)eR*:a=1/2, B€(-00,1/6)}; L] ={(e,B) ER? 1 =1/2, B € (1/6,+00) \ {1/2}};
Li= {(ap)eR?:=1/2, a€(-00,1/6)}; L] ={(a,B) ER*: f=1/2, v € (1/6,+00) \ {1/2}};
A1 = {(,B)ER?:a<1/6,1/6<B<1/2}; A2 ={(, B) ER?:1/6 << 1/2, B <1/6};

Bi= {(a,B)eR?:1/6<a<1/2,8>1/2}; By ={(a,B) ER?:a>1/2,1/6 < B < 1/2};

Ci1 = {(a,B)€ER%2:a<1/6,8>1/2}; Co ={(a,B)ER?:x>1/2,8<1/6}
(3.1.17)

y denotando A = J_, A;, B = U7 B;, ¢ = U;_,C;, D = R?\ (AUBUC),
op = (1/6,1/2), 09 = (1/2,1/6), 05 = (1/6,1/6), y 04 = (1/2,1/2), obtenemos el
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siguiente resultado demostrado en [28].

Proposicion 3.1.7 Sobre el espacio reducido CPy, el sistema (3.1.16) tiene a lo

mas 6 puntos criticos aislados, cuatro son de tipo rectilineo: Oq,...,O4 y dos de
tipo eliptico: Os, Og (ver Tabla 3.1.4).

i) En la region D existen seis puntos criticos.
i1) En la region AU B U (szl E?), existen cuatro puntos criticos.
e Para (o, 8) € AU L2 U L2, los puntos criticos son de tipo rectilineo.
e Para (o, 8) € BU L2U L3, los puntos criticos son Oy, Oq, 05 y Og.
iii) En la region C U (U?:l £J1> U{oj:j=1...,4}, existen dos puntos criticos.
e Para (o, 5) € CU (U?Zl ﬁ;) U {01,032} los puntos criticos son O, Os.

e Para (,3) € {03}, los puntos criticos son Oz y Oy.

o Para («, ) € {04}, los puntos criticos corresponden a Os y Og.

Puntos criticos O; = (m,m2,73,74)
01 (2h,0,0,0)
(@) (0,2h,0,0)
(28-1)h (2a—1)h /(Ra—1)(26—1)h
Os atB—1° a+p—1"° [a+B—1] 0
(28—1)h (2a—1)h (2a—1)(2B8—1)h
O4 atB—1° at+p—1' [at+B—1] 0
o (68—Dh  (6a—1h o /(6a=1)(6F—Dh
5 3a+38—1’ 3a+3B—1’" [Ba+38—1]
o (68-1)h  (6a—1)h (6a—1)(68—1)h
6 3a4+3B—1°3a+3B—1°"" |[3a+3B—1]

Tabla 3.1.4: Puntos criticos del campo (3.1.16)

La variacion del niimero de puntos criticos esta asociada a las rectas de bifurcacion:
a=1/6,a =1/2, 5 = 1/6 y f = 1/2 que corresponden a los conjuntos E;?,
j=1,...,4, k= 1,2 definidos en (3.1.17) (ver Figura 3.5).

De la Tabla 3.1.4 podemos observar que los pares de equilibrios {Os3, O4} y

{Os5, 0%} colisionan con O; cuando o = 1/6 y a = 1/2, respectivamente. De la



o4

Figura 3.5: Diagrama de bifurcacién de puntos criticos.

misma forma, colisionan con Oy cuando 5 = 1/6 y 5 = 1/2, respectivamente. Este

escenario corresponde a una bifurcacion pitchfork de equilibrios.

En lo que sigue, nos restringimos al estudio de bifurcaciones de soluciones pe-
riédicas de tipo pitchfork que se originan cuando o € {1/6,1/2}.

El Hamiltoniano (3.1.14) en las variables tipo Reeb toma la forma
HA(L,Q, 0, P) =L+ W(L,Q,0,P), (3.1.18)
mientras que el Hamiltoniano normalizado se escribe como
HY(L,Q, 0, P) = L+ e*Hy(L,Q, P) + O(e*), (3.1.19)

donde

Ho al?+ 1L [3(1 — 20)Q* + (1 — 6) P?] +

(Q*+ PH[3(a+ B —1)Q*+ (3a+ 33 —1)P?.

El Hamiltoniano reducido se obtiene de (3.1.19) haciendo L = h, truncando hasta

términos de grado €2, dividiendo por €2 y eliminando términos constantes.
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Asi, el Hamiltoniano reducido sobre CP;, es dado por

H(Q,P) = h[3(1-22)Q*+ (1 —6a)P? + !

(3.1.20)
(Q*+ P [3(a+p—1)Q*+ (3a+ 33 — 1)P?.

Ahora, usando (2.2.5) identificamos los equilibrios de la Tabla 3.1.4 con los puntos
de R? mostrados en la Tabla 3.1.2, los cuales corresponden a puntos criticos del

Hamiltoniano reducido H.

Punto critico ‘ (U1, 1)
Ol (070)
O -
(Za—1)h
Os ( Vatp-1 70)
o v (2a—1)h 0
4 T Vatp-1’
o o, /(Ga—Dh
5 ) /Bat3B—1
(6aa—1)h
Os (Ov_m)

Tabla 3.1.5: Puntos criticos de H en las variables (Q, P).

A continuacién, mostraremos que bifurcaciones de soluciones periédicas correspon-

dientes al punto critico O; = (0, 2h,0,0) toma lugar cuando o = 1/6.

Teorema 3.1.4 Si § € (1/6,+00) entonces el Hamiltoniano H.(x,y) experimenta

una bifurcacion periddica pitchfork supercritica en o = 1/6.

Demostracién. El Hamiltoniano reducido (3.1.20) puede ser expresado en la forma
H(Q, P) = c20()Q* + co2() P? + ca0(a) Q" + ca2(a) Q*P? + cou(ax) P,
donde los coeficientes son dados por

3 1
Copg = Zh(l - 20[), Co2 = Z_lh(l - 605),

3 1 1
C4o=§(04+5—1)7 02221(3@+35—2), Cos = §(3@+35_1>-
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Evaluando los coeficientes en a@ = 1/6 obtenemos que

h 1 3 1
Coo = 57 co2 =0, cg0= 1—6(65 - 5)7 Co2 = §(25 - 1)7 Coa = 1—6(65 - 1)

d 3h
y cpe(1/6) = % -y =5 # 0. Como ¢y ¥y o4 son no nulos cuando B €

(1/6,+00), entonces (0,0) es un punto de transicién de H. Asi, por el Teorema 2.3.6,
se concluye que una bifurcacién periédica pitchfork toma lugar cuando a = 1/6.

Ademas, la bifurcacién es supercritica ya que cag v o4 tienen el mismo signo. O

3.2. Bifurcaciones periédicas centro-silla

En esta seccién describimos un procedimiento para determinar bifurcaciones pe-

riédicas centro-silla mediante el uso de las variables de Reeb y el Teorema 2.3.5.

3.2.1. Perturbaciones Cubicas

Counsidere el Hamiltoniano

He(z,y) = Ho(z,y) + Vi (z), (3.2.1)

donde Vi (z) = a123 + azz123 + aqsxs.

En primer lugar, introducimos coordenadas tipo Reeb (L, Q, ¢, P) a través de
la transformacién simpléctica 77 : 2 — R* definida en el Ejemplo 1.2.5. Un trata-

miento similar es realizable usando la transformacién T5.

El Hamiltoniano (3.2.1) en variables de Reeb asume la forma
H(L, Q.0 P) = L+ 2Vi(L,Q, L, P), (3.2.2)
donde

Vi =a1(2L — Q% — P?)*% cos® { + az\/2L — Q2 — P2 cos /(Q cos{ — Psen()?
+ a4(Qcost — Psen/()?.
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A continuacién, hacemos una normalizacién (o promedio) por el método de Lie-
Deprit en las variables de Reeb (ver seccién 1.5.1). El Hamiltoniano normalizado

hasta términos de orden &2 se escribe como

HAL, Q.. P) = L+ 2Hs(L, Q. P) + O, (3.2.3)
donde
1 1
Ho = — Z5a%L2 + EL [5(3a1 + as)(3a1 — 2a3)Q? + (3a1 — a3)(15a; — 2a3)P2]
— Za3a4Q(Q2 + P%) /2L — Q2 — P2 + %(QQ + P?) [5(—3a + 2a1a3 + a3 — 3a3)Q*

+(15af — 14aias + 3a3 + 15a3) P?] .

El Hamiltoniano reducido es obtenido de H, haciendo L = h. A continuacién,
expandimos el Hamiltoniano reducido en torno a un punto de la forma (Q, P) =

(20, 0) y eliminamos términos constantes. El Hamiltoniano resultante es
H(Q, P) = c10Q + c20Q” + coaP? + ¢50Q° + c12QP* + ..., (3.2.4)

donde c¢;; son constantes que dependen de los parametros a;, as, as y xo. Los puntos
suspensivos indican términos de grado mayor o igual a 4 en las variables (@, P). Para
determinar las condiciones sobre los parametros para que una bifurcacién centro-
silla de equilibrios ocurra, usaremos el Teorema 2.3.5. Usando Mathematica 14,
resolvemos el sistema cig(ay, as, aq,z9) = 0, coolaq, a3, aq,x9) = 0 para aj,zo de
modo que cpe v 30 no se anulen. De las 6 soluciones que se obtienen, la mas simple

en términos de las relaciones entre los parametros corresponde a

2a3  3a2 2h
- Ty 3.2.5
M= Ty T 1 a2 (32.5)

Como existe libertad para los pardametros asz y a4, con el fin de obtener una familia
uniparamétrica de Hamiltonianos, tomaremos a3 = 1/2, a4 = 1/3 y renombramos

a; = a. Usando estos valores en (3.2.5) encontramos que a = 1/2 y 2o = V/h.
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Adicionalmente, el Hamiltoniano (3.2.1) toma la forma

1 1 1 1
Moly) = St 1)+ 03+ 93) + < ( b imadt g) S (326)

En el siguiente Teorema mostraremos que una bifurcacion periédica centro-silla

toma lugar para el Hamiltoniano (3.2.6) cuando a = 1/2.

Teorema 3.2.1 El Hamiltoniano H.(x,y) definido en (3.2.6) experimenta una bi-

furcacion periddica centro-silla cuando a = 1/2.

Demostracién. Reemplazando los valores a3 = 1/2 y ay = 1/3 en (3.2.4), el Ha-

miltoniano reducido toma la forma

H(Q, P) = c10(a)Q + c20(a)Q + coz(a) P* + c30(a)Q* + c12(a)QP* + . . .,

donde
—Eh3/242—1 ——3h2—16—1
Clo(a) 16 ( a ), Czo(a) ~ T3 ( a )( a ),
1 5
coz(a) = %h(180a2 —12a —23), c30(a) = —Eh(%a? —12a — 11),

1
cio(a) = — 1—6h(60a2 —24a —1).

De acuerdo al Teorema 2.3.5, para mostrar que una bifurcacion centro-silla ocurre
cuando a = 1/2, bastara verificar que xy = Vh es un punto extremo de H cuando

a =1/2. En efecto, cuando a = 1/2 los coeficientes ¢;; toman los valores

ViV

cio=c0=0, cp==, cia=-——, Cp=
10 = C20 2=7g (2 g 30 5
dc 15
y ademads, ¢, = d—lo(l/2) = Zh?’/Q. Como cpa,c30 ¥ g no se anulan cuando
a

a = 1/2, se concluye que xy = v/h es un punto extremo de H y por lo tanto, una
bifurcacién periddica centro-silla toma lugar cuando a = 1/2. a
El retrato de fase con las bifurcaciones de equilibrios que generan la bifurcacién
periddica centro-silla en a = 1/2 se muestra en la Figura 3.6.
Las bifurcaciones de equilibrios también se pueden visualizar sobre la esfera CPy,.

Para conseguirlo, reemplazamos az = 1/2, a4 = 1/3 en el Hamiltoniano normalizado
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L L i L L L L T L L L L T L L
-10 -05 0.0 05 10 -10 -05 00 05 10 -10 -05 0.0 05 10

Q Q Q
(a) a<1/2 (b)) a=1/2 (¢c)a>1/2

Figura 3.6: Evolucién del flujo en la carta (Uy, 1) centrada en a = 1/2.

(3.2.2) y luego escribimos el Hamiltoniano resultante en términos de los invariantes
usando las relaciones (2.2.5). Asi, el Hamiltoniano reducido sobre la esfera toma la
forma

_ 1
H=—15 [180a*m} + 2575 + 40mams + 20(1 + 3a)7w; — 4(1 — 21a)my] . (3.2.7)

El retrato de fase con las bifurcaciones de equilibrios sobre la esfera CIP;, se muestra

en la Figura 3.7.

(a) a<1/2 (b) a=1/2 (¢)a>1/2

Figura 3.7: Evolucién del flujo sobre la esfera CP;, centrada en a = 1/2.
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3.2.2. Perturbaciones Cuarticas

Considere el Hamiltoniano
Ho(z,y) = Ho(z,y) + eVa(x), (3.2.8)

— 3 2,2 3 4
donde V(x) = a12] + asxixs + azxirs + asz125 + asxs.

Procediendo como en el caso ciibico, obtenemos que la forma normal del Hamil-

toniano (3.2.8) en variables de Reeb toma la forma

H(L,Q, L, P) = L+ e*Hy(L,Q, P) + O(e"), (3.2.9)
donde
3 45 1 9 )
Ho = §a1L + ZL [3(as — 2a1)Q* + (a3 — 6a;) P?]
3
+ 3 2L — Q* — P? [2a,LQ + (as — a2) QP* + (ay — a2)Q?]

+ %(QZ + P?) [3(@1 —ag +a5)Q* + (3a; — as + 3a5)P2] .

A continuacién, hacemos L = h en H, para obtener el Hamiltoniano reducido y
expandimos el Hamiltoniano en torno al punto (@, P) = (xo,0). Eliminando los

términos constantes econtramos que el Hamiltoniano reducido toma la forma
7‘_[ = ClOQ + 002Q2 -+ C[)QP2 + CgQQS + cngPQ —+ ... (3210)

donde ¢;; dependen de los pardmetros a; y xo. En particular, tenemos que

3
Clg = — EZEO [h<2a/1 — a3) + (_al + az — a’5)$8j|

3

_|_—
4/2h — 22

Note que z¢y = 0 anula c¢jy solamente cuando ay = 0. Luego, para simplificar los

[2h%as + h(—5as + 3as)zj + 2(as — as)zy) -

calculos, hacemos 2a; — a3 = —a; + ag — a5 = 0 obteniendo az = 2a; y a5 = a;.
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Usando estas relaciones en cjg y cg2 encontramos

3h3/%ay 0 " 3vVh(3ay — 2ay)
C —= s C = s C = —Na s C = C = —
10 2\/5 20 02 1 30 12 8\/§

cuando xg = 0. Del andlisis anterior se sigue que cuando as; = 0, el origen es un

punto de equilibrio. Ademds, asumiendo que a; - ay # 0, los coeficientes cgo, c39 y
cjo no se anulan en a; = 0. Esto implica que el origen es un punto extremo de H
cuando ay = 0 (ver Observacién 2.3.9). En particular, haciendo a; = 1, as = a 'y

ay = 1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2 El Hamiltoniano H.(x,y) definido por
1 1
He(w,y) = (@t +97) + 55 +13) + € (27 + 23)" + awiwy + w1

experimenta una bifurcacion periédica centro-silla cuando a = 0.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis, estudiamos analiticamente las bifurcaciones de soluciones periodi-

cas en sistemas Hamiltonianos en resonancia 1 : 1, donde la perturbacion es dada

por un potencial ctibico y cuértico. Especificamente, se han abordado los siguientes

proyectos:

I) BIFURCACIONES PERIODICAS DE TIPO PITCHFORK EN SISTEMAS HAMILTO-

NIANOS EN RESONANCIA 1 : 1. Las principales contribuciones de este proyecto

son las siguientes:

i)

i)

i

i)

Establecemos un resultado general sobre las bifurcaciones tipo pitchfork
de soluciones periédicas mediante teoria de reduccion. Este resultado es

enunciado en el Teorema 2.3.6.

Caracterizamos familias cibicas y cuarticas de Hamiltonianos en resonan-
cia 1 : 1 con simetrias discretas de reflexion. Las bifurcaciones pitchfork

son frecuentes en este tipo de Hamiltonianos simétricos.

En cada familia de Hamiltonianos simétricos, determinamos el sistema
de Poisson asociado y caracterizamos todas las soluciones de equilibrio.
Ademas, obtenemos el Hamiltoniano normalizado y el sistema Hamilto-

niano reducido en las variables de Reeb.

Estudiamos la dinamica en el sistema Hamiltoniano reducido. Aqui, de-
terminamos los puntos criticos no degenerados y su estabilidad. Luego,
usando el Teorema de Reeb “reconstruimos” estos puntos criticos como
soluciones periddicas con el mismo tipo de estabilidad en el sistema ori-

ginal.

En el sistema reducido, determinamos condiciones sobre los parametros

para que ocurran bifurcaciones pitchfork de puntos criticos.
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1)

i)

Finalmente, usando el Teorema 2.3.6 determinamos condiciones de no
degeneracion en los pardmetros para que las bifurcaciones pitchfork de

puntos criticos se reconstruyan como bifurcaciones pitchfork periddicas.

Resultados parciales de este proyecto fueron presentados en el XXXI CON-
GRESO DE MATEMATICA CAPRICORNIO (COMCA 2023) con la charla

titulada: “Bifurcaciones de soluciones periddicas en sistemas Hamiltonianos

en resonancia 1 : 17

BIFURCACIONES PERIODICAS DE TIPO CENTRO-SILLA EN SISTEMAS HAMIL-

TONIANOS EN RESONANCIA 1:1.

Las contribuciones de este segundo proyecto son las siguientes:

i)

i)

i)

iv)

Establecemos un resultado general sobre bifurcaciones tipo centro-silla
de soluciones periédicas mediante teoria de reduccion. Este resultado es

enunciado en el Teorema 2.3.5.

Consideramos familias de Hamiltonianos ciibicos y cuarticos y los expre-
samos en variables de Reeb. A continuacién, normalizamos (promedia-
mos) los Hamiltonianos y determinamos el sistema Hamiltoniano reduci-

do asociado.

En el sistema Hamiltoniano reducido, imponemos condiciones sobre los
parametros para que una bifurcacién centro-silla de puntos criticos tome

lugar.

Finalmente, usando el Teorema 2.3.5 determinamos condiciones de no
degeneracion en los parametros para que las bifurcaciones centros-silla de

puntos criticos se reconstruyan como bifurcaciones centro-silla periédicas.

Los resultados de estos proyectos se escribiran en formato articulo para ser so-

metidos a una revista WOS de sistemas dinnamicos.

Como trabajo futuro, se proponen algunos proyectos que pueden considerarse

como una extension del estudio realizado en esta tesis.

A) Caracterizar Hamiltonianos de grado cinco y seis en resonancia 1 : 1 donde

ocurran bifurcaciones periddicas pitchfork y centro-silla.
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B) Extender el estudio realizado en el Proyecto I) para la familia de Hamiltonianos

tipo Hénon-Heiles de quinto grado

1 1
He(z,y) = 5 (xf + yf) + 3 (m% + y%) + 5373(.75, ). (3.2.11)
donde
a c
P(z,y) = gx? + bxi{’x% + gxla:%,

y a, b, c son parametros reales.
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