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RESUMEN

El Ministerio de Educacion Chileno (MINEDUC) ha implementado objetivos en
probabilidades desde el primer afio de ensefianza basica, para asi otorgar a los estudiantes los
conocimientos necesarios que les permitan ser personas capaces de enfrentar situaciones de
incertidumbres y cotidianas. Se hace necesario indagar sobre los conocimientos que poseen
los estudiantes en el area de las probabilidades y sus implicancias en el contexto educativo.
En este trabajo se analizan las intuiciones y heuristicas sobre la probabilidad en 331
estudiantes de primaria, por medio de un cuestionario de 19 items en donde se examinan las
argumentaciones en cuatro items. Los resultados muestran una alta variacion en la intuicion
probabilistica en situaciones cotidianas y la existencia de intuiciones correctas e incorrectas
de los estudiantes. Consideramos pertinente para la ensefianza de la probabilidad en este nivel
profundizar en un acercamiento a la comprension de experiencias de incertidumbre mediante

la estimacion de valores de probabilidad como grado de creencia personal.

ABSTRACT

The Education Ministry of Chile has incorporated probability objectives for the first year of
primary school. For this reason give the student the necessary knowledge for they can be able
to face situation about uncertainty and every day. Is important search about the knowledge
of the student in the probabilities area, to check verify if that the State says it is fulfilled.

In this paper probabilistic intuitions and heuristics are analyzed in 331 elementary school
students by through a questionnaire with nineteen closed items and the arguments in four
item are examined. The results show a high variation in the assignation f the probabilities in
daily situation and the existence of correct and incorrect intuitions by the student. It is
relevant to teach probabilities in this level to deepen into approaching the comprehension of

uncertain experiences about and estimating the probability as a degree of personal belief.



INTRODUCCION

El curriculum nacional chileno, mediante la reforma educacional del afio 2012, ha
dividido los contenidos en cinco ejes tematicos, de las cuales uno de ellos es datos y
tratamientos de la informacion (Mineduc 2012) se pone énfasis en la ensefanza de la
probabilidad que comienza en los primeros afos del estudiante. Los textos escolares
utilizados por los estudiantes en el colegio son fundamentales en este proceso, ya que son el
apoyo y practica de los alumnos, pero es necesario detenerse y analizar qué contenidos tienen,
cudl es el foco de la ensefianza que se quiere entregar, cuan profunda es, teniendo como fin
orientar al profesor en el proceso de ensefianza.

Al momento de estudiar los conocimientos que se tienen en probabilidades es una
instancia para analizar las dificultades de comprension del razonamiento probabilistico, en
este caso, como los estudiantes toman decisiones y reflexionan a partir de situaciones de
juegos o reales.

Es importante considerar que los conocimientos de los profesores en el ambito de la
probabilidad no han sido los esperados (Mohamed, 2012) al analizar los resultados de las
encuestas arrojan bajos niveles de comprension y aplicacion en el &mbito probabilistico. El
profesor que ensefia probabilidades debe conocer y dominar el contenido, sin embargo, las
investigaciones sefialan que estos conocimientos no son los suficientemente altos, siendo las
instituciones superiores las encargadas de formar a los profesores y no entregar las
herramientas necesarias en el proceso de formacion de los futuros docentes. En el contexto
chileno los resultados tampoco son alentadores, segin Véasquez (2017) las universidades que
son las encargadas de formar a los profesores no poseen una malla curricular que se pueda
entregar los conocimientos didacticos y probabilisticos, debido que es muy baja la cantidad
de asignaturas impartidas en las casas de estudios que se relacionen con los conceptos que en
esta investigacion se dardn a conocer.

Una dimensién de indagacion en educacion estadistica es estudiar las dificultades de
comprension en el razonamiento probabilistico; en particular, investigar como las personas
hacen juicios y toman decisiones cuando se enfrentan a situaciones de incertidumbre

(Garfield y Ben-Zvi, 2008).



La ensenanza de la probabilidad en la etapa escolar generalmente no se atiende a las
ideas informales y creencias que tienen los alumnos sobre las probabilidades (Kahneman y
Tversky, 1972). Més aun, aunque utilizamos nociones probabilisticas informales a diario para
tomar decisiones, la investigacion sobre probabilidad se ha centrado principalmente en los
significados clésico y frecuentista (Alvarado, Estrella, Retamal y Galindo, 2018).

Aun cuando se reconoce que la intuicion se basa en las propias creencias
epistemologicas, las cuales predisponen a los estudiantes a aceptar o no la incertidumbre
(Fulmer, 2014), escasa es la atencion del papel de las intuiciones en la comprension de la
probabilidad en estudiantes de educacion bésica. Esta falta de atencion contradice el papel
potencialmente influyente del significado intuitivo de la probabilidad en la construccion del
conocimiento probabilistico desde temprana edad.

En este trabajo se evaltian las intuiciones y heuristicas sobre la probabilidad que
atribuyen un grupo de estudiantes de primaria (12 y 13 afios) en situaciones de incertidumbre,
analizando las respuestas entregadas a un cuestionario de once items y se analizan las

soluciones de cuatro items abiertos.

Esta investigacion se estructura, considerando los siguientes capitulos:

El capitulo I comienza con el planteamiento del problema de investigacion, sefialando
el contexto curricular del estudio, la formacion de profesores en probabilidad, importancia
que tienen los textos de estudio de la educacion basica y enfatizando el problema acerca de
la comprension de los significados de la probabilidad elemental, propésito de estudio de esta
investigacion.

En el capitulo II se presentan los fundamentos tedricos del “Enfoque Ontosemidtico
del conocimiento” acerca de la comprension y competencia de los conceptos de probabilidad,
de los significados institucional y personal del objeto de estudio de probabilidad y de los
conflictos semioticos. A continuacion, se clasifica por ciclo el razonamiento probabilistico
en los estudiantes, el conocimiento del profesor para ensefiar probabilidad y la importancia

de las actitudes hacia la probabilidad y su ensefanza.



En el capitulo III se describe la metodologia de investigacion propuesta, la muestra
de estudios y se da a conocer las caracteristicas de ésta. Ademas, se presenta la construccion
del cuestionario de conocimientos de la probabilidad.

En el capitulo IV se presentan los andlisis de los datos obtenidos en la investigacion,
mediante los resultados de probabilidad clasica y problemas abiertos de probabilidad formal.

En el capitulo V se presentan las conclusiones de cada uno de los objetivos propuestos

para esta investigacion.
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CAPITULO 1
PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 LA PROBABILIDAD EN EL CURRICULUM DE EDUCACION BASICA

1.1.1 ORIENTACIONES CURRICULARES EN CHILE

Las orientaciones curriculares que presenta Chile en el area de la estadistica esta
determinada por las bases curriculares (MINEDUC, 2012) y éstas fueron modificadas en la
reforma educacional, siendo dividida en cuatro ejes tematicos: nimeros y operaciones,
patrones y algebra, geometria y medicion, probabilidad y estadistica.

El curriculo chileno promueve iniciar el estudio de las probabilidades a temprana
edad, de manera continua, en favor del desarrollo en el pensamiento estadistico y
probabilistico, frente a situaciones de incertidumbre en contextos cotidianos.

Al revisar el curriculo nacional, especificamente en el eje de probabilidad y
estadistica, podemos ver los objetivos de aprendizaje con sus respectivos indicadores de

evaluacidn segun sea el nivel escolar, y pueden ser vistos en el siguiente recuadro.

Tabla 1. Contenidos relacionados con la probabilidad de 1° basico a 8° basico (Mineduc, 2012)

Nivel Objetivo de aprendizaje Indicadores de evaluacion sugeridos.

Recolectan datos acerca de situaciones sobre
Recolectar y registrar datos para | si mismo y del entorno.

1° basico | responder preguntas estadisticas
sobre si mismo y el entorno, usando | Formulan preguntas sobre si mismo y los
bloques, tablas de conteo y | demasque pueden serrespondidas a partir de
pictogramas. recoleccion de informacion.

Registran datos, usando bloques y tablas de
conteo.

Recolectan y organizan datos, usando
material concreto, registros informales y
tablas de conteo.

Responden  preguntas, utilizando la
informacion recolectada.

Recolectan datos acerca de lanzamientos de
dados y monedas.
Registran datos en una tabla de conteo
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Recolectar y registrar datos para
responder preguntas estadisticas
sobre juegos con monedas y dados,
usando bloques y tablas de conteo y

acerca de datos de lanzamientos de monedas
y dados.

Registran datos acerca de lanzamientos de

2° basico | pictogramas. dados y monedas, usando cubos apilables.
Registrar en tablas y graficos de | Responden preguntas en el contexto de
barra simple, resultados de juegos | juegos con monedas, usando registros
aleatorios con dados y monedas. expresados en cubos apilables.
Registran resultados de juegos aleatorios
con dados y monedas en tablas.
Registran resultados de juegos aleatorios
con dados y monedas en graficos de barra
simple.
Registrar y ordenar datos obtenidos | Realizan juegos aleatorios con dados de
de juegos aleatorios con dados y | diferentes formas (cubos, tetracdros u otros)
3°basico | monedas, encontrando el menor, el | y monedas, registrando los resultados en
mayor y estimando el punto medio | tablas de conteo y diagramas de punto.
entre ambos.
Realizan experimentos con dados cubicos o
de otra forma regular como tetraedro,
dodecaedro, etc.
Extraen naipes al azar con y sin devolucion.
4° basico
Realizar experimentos aleatorios | Pesan piedritas de un saco de gravilla y
ladicos y cotidianos, y tabular y | determinan la frecuencia absoluta de las
representar mediante graficos de | masas de 5 g, 10 g, etc.
manera manual y/o con software
educativo. Reconocen que los resultados de
experimentos ludicos no son predecibles.
Realizan repeticiones de un mismo
experimento, determinan la frecuencia
absoluta y la representan en un grafico.
Usan software educativo para simular
experimentos aleatorios.
Describir la  posibilidad  de | Describen eventos posibles en el resultado
ocurrencia de un evento en base aun | de un juego de azar; por ejemplo: al lanzar
experimento aleatorio, empleando | un dado, indican los resultados posibles
los términos seguro - posible - poco | incluidos en el evento: “que salga un nimero
posible - imposible. par”.
5° basico Se refieren a la posibilidad de ocurrencia de

Comparar probabilidades de
distintos eventos sin calcularlas.

un evento, mediante expresiones simples
como seguro, posible, poco posible o
imposible.
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Utilizar diagramas de tallo y hojas
para representar datos provenientes
de muestras aleatorias.

Dan ejemplos de eventos cuya posibilidad de
ocurrencia es segura, posible, poco posible o
imposible.

Dan ejemplos de eventos cuya probabilidad
de ocurrencia es mayor que la de otros
eventos, sin calcularla.

Juegan a lanzar dados o monedas y, frente a
eventos relacionados con estos
lanzamientos, dicen, sin calcular, cual es
mas probable que ocurra.

Hacen apuestas entre alumnos y dicen, sin
calcular, quién tiene mas probabilidad de
ganar.

Comparar distribuciones de dos
grupos, provenientes de muestras
aleatorias, usando diagramas de

Enumeran  resultados  posibles de
lanzamientos de monedas o dados con ayuda
de un diagrama de arbol. Por ejemplo, al
lanzar tres veces una moneda, o una vez dos
dados.

6° basico | puntos y de tallo y hojas.
Realizan de manera repetitiva experimentos
Conjeturar acerca de la tendencia de | con monedas para conjeturar acerca de las
resultados obtenidos en repeticiones | tendencias de los resultados.
de un mismo experimento con
dados, monedas u otros, de manera | Conjeturan acerca de porcentajes de
manual y/o usando software | ocurrencia de eventos relativos a
educativo. lanzamientos de monedas o dados.
Mediante  experimentos, estiman la
probabilidad de un evento, registrando las
Explicar las probabilidades de | frecuencias relativas.
eventos obtenidos por medio de
experimentos de manera manual y/o | Establecen la probabilidad de un evento
con software educativo: mediante razones, fracciones o porcentajes,
sea haciendo un experimento o por medio de
* Estimandolas de manera intuitiva. | un problema.
7° basico | ¢ Utilizando frecuencias relativas. Antes del experimento, estiman la

e Relacionandolas con razones,
fracciones o porcentaje.

probabilidad de ocurrencia y verifican su
estimacion, usando de frecuencias relativas.

Elaboran, con material concreto (como
dados y monedas), experimentos aleatorios
con resultados equiprobables y no
equiprobables.
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Realizan los experimentos aleatorios con
numerosas repeticiones, determinan las
frecuencias absolutas relativas y representan
los resultados mediante graficos.

Analizan y comunican si se cumple
aproximadamente la equiprobabilidad.

Determinan la probabilidad de manera
tedrica y luego comparan con la
probabilidad de realizar el experimento.

Determinan la  probabilidad de un
experimento, usando graficos, diagramas de
arbol o tablas.

Comparan la probabilidad de un evento
segun un muestreo, su frecuencia relativa y
un grafico adecuado.

Determinan la probabilidad de un problema
mediante diagramas de arbol.

Calculan la probabilidad de un evento de
manera teorica.

8° basico

Desarrollar las reglas de las
probabilidades, la regla aditiva, la
regla multiplicativa y la
combinacion de ambas, de manera
concreta, pictorica y simbolica, de
manera manual y/o con software
educativo, en el contexto de la
resolucion de problemas.

Mostrar que comprenden el
concepto de azar:

* Experimentando con la tabla de
Galton y con paseos aleatorios
sencillos de manera manual y/o con
software educativo.

« Realizando analisis estadisticos,

empezando por frecuencias
relativas.

» Utilizando probabilidades para
describir el comportamiento

azaroso.
* Resolviendo problemas de la vida
diaria y de otras asignaturas.

Simulan experimentos que involucran
elecciones al azar equiprobables reiteradas
(de pocos pasos) y describen pictéricamente
los resultados, via arboles; por ejemplo: en
situaciones como componer menus o tenidas
mediante elecciones sucesivas
equiprobables de platos y prendas de ropa; o
caminos de pocos pasos en un paseo al azar,
con elecciones equiprobables entre cada
encrucijada con 2, 3 0 4 opciones.

Simulan experimentos que involucran
elecciones al azar equiprobables reiteradas
(de pocos pasos).
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Con la informacion que entrega la Tabla 1, se puede ver que en el curriculum chileno el
estudio de la probabilidad est4 en todos los niveles de la educacion basica, en donde ésta se
inicia con actividades sencillas, teniendo por objetivo que el estudiante se enfrente desde
muy temprana edad a situaciones en que esté inserta la probabilidad. También, es posible
visualizar que las actividades van aumentando su complejidad a lo largo de los niveles, lo
que permite que el conocimiento sea aplicado y ademds va en una constante evolucion
produciendo que el estudiante no olvide el contenido visto, sino que siempre esté aplicandolo
en diversos contextos cotidianos.

Al momento de analizar los objetivos de aprendizaje y sus respectivos indicadores de
evaluacion, es posible distinguir tres etapas que orientan el proceso de ensefanza y
aprendizaje de la probabilidad en los primeros afios escolares de educacion basica (Vasquez

y Alsina, 2014).

e Plantear diversos tipos de situaciones y de preguntas, en un contexto familiar y de
interés para los estudiantes que les permita distinguir entre aquellos datos que son
pertinentes para responder a tales preguntas.

e Organizacion y analisis de los datos por medio del uso de distintos tipos de registros
que permitan la realizacion de inferencias y predicciones para dar respuesta a las
situaciones y preguntas planteadas.

e Adquisicion de las nociones bésicas vinculadas a la probabilidad e incertidumbre para
su posterior aplicacion en situaciones de la vida diaria y del estudio de la probabilidad

en mayor profundidad en la educacion media.

Lo anterior, referido a iniciar a los estudiantes en el desarrollo de la nocion de
probabilidad en la escuela, estd acorde a lo que sefiala el Principles and Standard for school
mathematics (NCTM, 2000), aunque estos no son vistos en profundidad, sino que los
conocimientos son abordados desde un punto de vista intuitivo.

Segun las descripciones anteriores sobre la probabilidad, es posible ver que las
actividades son de un contexto cotidiano, lo que permite que el estudiante pueda visualizar
que existen eventos que son posibles, seguros, imposibles, siendo éstos quienes dan sentido

al concepto de probabilidad. Ademas, el trabajo de la ensefianza de la probabilidad es

15



importante que exista un trabajo con material concreto tales como fichas, dados, monedas,
entre otros, los que permiten que se pueda vincular el concepto de azar y asi se da paso a la

nocion de experimento aleatorio.

1.1.2 LA PROBABILIDAD EN LOS TEXTOS DE EDUCACION BASICA

La ensefianza del lenguaje de la probabilidad estd presente en edades tempranas del
nifio (6-7 afios) mediante términos y expresiones para referirse a los sucesos aleatorios,
aunque no siempre con el mismo significado que tratamos de ensefiar. Por otro lado,
investigadores en el area enfatizan la importancia del lenguaje que se presenta en los libros
de texto que usa el nifio, que son uno de los principales recursos educativos, ya que muchas
de las decisiones de los profesores sobre las tareas a realizar con los nifios estan mediadas
por los libros de texto (Stylianides, 2009). Cordero y Flores (2007) indican que el discurso
matematico escolar es determinado con frecuencia por el libro de texto, ademads
practicamente regula la ensefianza y el aprendizaje, debido en parte a las creencias de los
actores del sistema didactico. En la ensefianza de la estadistica y probabilidad, el libro
contribuye a la formacion del propio docente (Garcia, 2011).

Gomez, Ortiz, Batanero y Contreras (2013) analizan el lenguaje de la probabilidad en
algunos libros de texto a lo largo de la Educacion Primaria, con el fin de orientar al profesor
en su uso y alertarle de posibles problemas de interpretacion de este lenguaje por parte de los
nifios. Para ello, eligieron dos series completas de libros de texto de editoriales de amplia
difusion en Espafia, realizando un analisis que utiliza la metodologia propuesta por Cobo
(2003). Sus resultados del analisis de texto sugieren que la presentacion de la probabilidad
en los textos podria llevar un uso diferenciado de diversas representaciones (tabular, verbal,
grafica y numérica), dependiendo de la editorial y el ciclo educativo. El lenguaje
predominante en todos los ciclos es el verbal de uso cotidiano. Los lenguajes numérico y
simbolico se introducen gradualmente, en concordancia con su aparicion en otros bloques de
contenido en el area de matemadticas, aunque no se relacionan de forma explicita. Los
lenguajes tabular y grafico, que se utilizan desde primer ciclo en contexto de estadistica,

aparecen menos ligados a la probabilidad.
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1.1.3 SIGNIFICADOS DE LA PROBABILIDAD ELEMENTAL

Al momento de hablar de la probabilidad surgen diversos significados que han sido
modificados a lo largo del tiempo en una constante evolucion, a pesar de que tiene su origen
formal en el siglo XVII, en el transcurso de la historia tuvo ciertas modificaciones segun
fueron los contextos en que fueron utilizados. Gomez, Batanero y Contreras (2014) analizan
los procedimientos que estan ligados a los significados de probabilidad mas relevantes para

la ensefianza escolar, y que se describen a continuacion:

Significado intuitivo. Esté4 ligada a lo intuitivo de los hechos, en este caso por las apuestas.
Este significado intuitivo utiliza la probabilidad sin formalizacion y sin llegar a una
asignacion numérica, es decir, en forma cualitativa. Los autores destacan que es muy
adecuado en la educacion primaria, pues el interés de los nifios por los juegos puede usarse
en la ensefianza para introducir la nocion de probabilidad. Reconociendo la impredecibilidad
de los resultados, los nifios pueden percibir que algunos sucesos merecen mas confianza que
otros, en funcion de su experiencia. La asignacion de probabilidades, desde este significado,

se puede hacer comparando la verosimilitud de sucesos con palabras del lenguaje habitual.

Significado clasico: Esta ligado a la definicion dada por Laplace, en donde la probabilidad
de un suceso es el cociente entre el nimero de casos favorables al mismo y el numero de
casos posibles (considerando todos los casos como equiprobables). A pesar de que sélo puede
aplicarse a experimentos aleatorios con un niimero finito de posibilidades, este significado
ha primado en la escuela durante muchos afos. La razon es que puede utilizarse para calcular
probabilidades en juegos de azar (ej., con dados, monedas, urnas) que forman parte de la vida
cotidiana del nifio.

Significado frecuencial: Es el limite hacia el cual tiende la frecuencia relativa en un gran
numero de ensayos repetidos en las mismas condiciones. Esta definicion permite que la
estadistica esté conectada mas intrinsecamente con la probabilidad. El significado frecuencial
es adecuado en la ensefianza, porque tiene una aplicacion mas amplia que el cldsico en
muchos fenémenos de la vida real y conecta la estadistica con la probabilidad. Ademas, las
posibilidades actuales de simulacion facilitan el tratamiento de este enfoque (Fernandes,

Batanero, Contreras, y Diaz, 2009).
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Significado subjetivo: Este significado hace que la probabilidad tenga un valor subjetivo
mediante el teorema de Bayes, ya que permite transformar las probabilidades a priori en
probabilidades a posteriori utilizando la informacion de los datos observados. El significado
subjetivo de la probabilidad, donde todas las probabilidades se asumen como condicionadas
a un sistema de creencias es apropiado en situaciones como el diagnostico médico o la
evaluacion de un estudiante. En estas situaciones, el que asigna la probabilidad (médico o
profesor) puede tener una informacidn sobre el suceso que le permite mejorar su asignacion
de probabilidades. Desde el punto de vista de la ensefanza, Borovcnik (2012) sefiala su
escasa presencia, en curriculos vigentes. Aunque la probabilidad condicional y el teorema de
Bayes se retrasan a la educacion secundaria, Godino, Batanero y Caiizares (1987) sugieren
usar en forma intuitiva este enfoque, en la educacion primaria, con situaciones cotidianas del
niflo; se comenzaria asignando valores por parte del nifio a las probabilidades, que se

revisarian posteriormente con nuevas experiencias.

1.2 FORMACION DE PROFESORES EN PROBABILIDAD

1.2.1 ESTANDARES DE PROFESORES DE EDUCACION BASICA EN PROBABILIDADES

El curriculo en educacion matemadtica ha sido modificado en el ultimo periodo,
teniendo como finalidad entregar a los estudiantes contenidos de calidad y en linea con lo
que va exigiendo la sociedad actual, para lo cual es fundamental que los cambios realizados
estén sincronizados con quienes se encargan de la formacion del profesorado, pues es el
profesor quien esta encargado de instalar y lograr el aprendizaje significativo, siendo el actor
principal dentro de la escuela. Para eso, paises definen estandares para la formacion docente,
con la finalidad de indicar todo aquello que los profesores deben saber y saber hacer para
poder ejercer sus funciones de manera satisfactoria en los diversos roles y escenarios que
estan implicados en el ejercicio docente.

Los estandares son quienes ponen los lineamientos que ordenan la politica de
regulacion, estando centrados en los desempefios practicos, siendo generalizados para los
diversos estilos y tipos de profesores que ejercen actualmente. En Estados Unidos, los
estaindares mas relevantes son los del Interstate New Teacher asessment and Support

Consortium (INSTASC), que defini6 los primeros estandares de formacion de profesores en
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1987. Estos fueron reformulados en 2010, como estandares profesionales. También, son
relevantes los estandares de la agencia nacional de acreditacion de formacion de profesores,
el National Council for Accreditation of Teacher Education (NCATE), que se encuentra en
proceso de fusion con la otra agencia acreditadora de programas de formacion denominada
Teacher Education Accreditation Council (TEAC). Ambas han definido una nueva
orientacion para la formacion de profesores con énfasis en la practica.

Los docentes que ensefian matematica deben conocer, comprender, comunicar y
ensefar sus conocimientos matematicos con la amplitud de conocimientos matematicos con
la comprension reflejada en las siguientes competencias definidas por el Ministerio de
Educacion de Chile (Mineduc, 2015) Para el dominio de Datos y Azar:

e Variabilidad estadistica y sus fuentes y el papel del azar en la inferencia estadistica.

e C(reacion e implementacion de encuestas e investigaciones utilizando métodos de
muestreo y disefios estadisticos, la inferencia estadistica (estimacion de los
parametros de poblacion y pruebas de hipotesis), la justificacion de las conclusiones,

y la generalizacion de los resultados.

e Distribuciones de datos univariados y bivariados para los datos categoricos y para
variables aleatorias discretas y continuas, incluyendo representaciones, construccion

e interpretacion de pantallas graficas (por ejemplo, diagramas de caja, histogramas,

diagramas de frecuencia acumulada, graficos de dispersion), las medidas de resumen,

y comparaciones de las distribuciones.

e Probabilidad empirica y tedrica (discreta, continua y condicional) para ambos eventos
simples y compuestos.
e Fenomenos aleatorios, simulaciones y distribuciones de probabilidad y su aplicacion
como modelos de fendmenos reales y para la toma de decisiones.
e Desarrollo y perspectivas de la estadistica historica y probabilidad incluidas las
contribuciones de importantes figuras y culturas diversas.
Los estandares pedagogicos son los que se enfocan en el area de las competencias para el
adecuado desarrollo proceso de ensefianza, independientemente de la disciplina a ensefar:
Conocimiento del curriculo, disefio de procesos de aprendizaje y la evaluacion del
aprendizaje. Ademads, se incluye la dimension moral de su profesion, en donde los futuros

docentes se comprometen con su profesion, con el propio aprendizaje y con el aprendizaje y
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formacion de sus estudiantes. También, los futuros profesores deben estar preparados para la
conduccion y realizacion de las clases, interactuar con los estudiantes y propiciar un ambiente
adecuado y propicio para el aprendizaje. Por ultimo, sefiala los aspectos de la cultura escolar
que el futuro profesor debe conocer, asi como las estrategias para la formacion personal y
social de sus estudiantes.

Los estandares pedagogicos (Mineduc, 2012) son los siguientes:
EP 1: Conoce a los estudiantes y sabe como aprenden.
EP 2: Esté preparado para promover el desarrollo personal y social de los estudiantes.
EP 3: Conoce el curriculo y usa sus diversos instrumentos curriculares para analizar y
formular propuestas pedagogicas y evaluativas.
EP 4: Sabe como disefar e implementar estrategias de ensefianza-aprendizaje adecuadas para
los objetivos de aprendizaje y de acuerdo con el contexto.
EP 5: Esta preparado para gestionar la clase y crear un ambiente apropiado para el aprendizaje
segiin contextos.
EP 6: Conoce y sabe aplicar métodos de evaluacion para observar el progreso de los
estudiantes y sabe usar los resultados para retroalimentar el aprendizaje y la préctica
pedagogica.
EP 7: Conoce cémo se genera y transforma la cultura escolar.
EP 8: Esta preparado para atender la diversidad y promover la integracion en el aula.
EP 9: Se comunica oralmente y por escrito de forma efectiva en diversas situaciones
asociadas a su quehacer docente.
EP 10: Aprende en forma continua y reflexiona sobre su practica y su insercion en el sistema

educacional.

Los estandares disciplinarios para la ensefianza: definen las competencias
especificas para ensefiar cada una de las areas consideradas: Lenguaje y Comunicacion,
Matematica, Historia, Geografia y Ciencias Sociales, Biologia, Fisica, y Quimica. En cada
caso, los estandares sugieren qué conocimientos y habilidades deben demostrar los futuros
profesores y profesoras en la disciplina respectiva y como é€sta se enseia, incluyendo el

conocimiento del curriculo especifico, la comprension sobre como aprenden los estudiantes
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cada disciplina y la capacidad para disefar, planificar e implementar experiencias de
aprendizaje, asi como para evaluar y reflexionar acerca de sus logros.

Los estdndares disciplinarios en Probabilidad y Estadistica son:

ED 1: Es capaz de motivar la recoleccion y estudio de datos y de conducir el aprendizaje
de las herramientas basicas de su representacion y analisis.

ED 2: Es capaz de conducir el aprendizaje de las probabilidades discretas.

ED 3: Esté preparado para conducir el aprendizaje de las variables aleatorias discretas.

ED 4: Esta preparado para conducir el aprendizaje de la distribucién normal y teoremas
limite.

ED 5: Esté preparado para conducir el aprendizaje de inferencia estadistica.

Para que se cumplan los estandares los profesores deben tener un dominio de temas
especificos dentro del curriculo matematico. En el eje de Probabilidad y Estadistica, la
formacion que tienen los futuros profesores de matematica es carente de profundidad y
provoca inseguridades (Pierce y Chick, 2011). Arteaga, Contreras y Cafiadas (2014) indican
que pocas Facultades de Educacion proponen un curso completo de estadistica y menos ain
un curso completo de didactica de la estadistica en sus programas de formacion de profesores.
Por otro lado, aunque el profesor conozca los principios pedagdgico-didacticos que orientan
el disefo curricular, su aplicacion a temas concretos deja demasiados grados de libertad, lo
que torna insegura y excesivamente compleja la accion del docente (Godino, Batanero, Rivas

y Arteaga, 2013).

1.2.2 ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD EN EDUCACION BASICA

Investigaciones sefialan que los conocimientos de los profesores de matematica en el
ambito de la probabilidad no son los esperados, ya que muestran que los futuros docentes no
lo manejan en su totalidad, Mohamed (2012) aplicd un cuestionario a 283 futuros docentes
obteniendo como resultado que un 31% responde de forma correcta y 62% muestra sesgos
de equiprobabilidad.

Una investigacion de Batanero, Cafiizares y Godino (2005) sefiala que los
conocimientos de los profesionales de la educacion no son elevados, ya que solo un grupo

reducido, segun el cuestionario aplicado, posee los conocimientos necesarios, en cambio, el
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resto de los encuestados presenta dificultades en el concepto de independencia y el sesgo de
equiprobabilidad.

La investigacion de Contreras (2011) sefala que el 59% de los futuros profesores de
matematica acierta en los célculos de probabilidad simple. Segin lo investigado por
Prodromou (2012) a profesores de primaria en formacion sefiala que hubo una confusion al
momento de tener en consideracion el orden de los dados al estudiar la probabilidad de suma
y no establecieron relaciones entre las probabilidades tedricas y las frecuencias relativas del
experimento, ya que no habia una claridad al comprender la idea de convergencia. En la
investigacion de Smith y Hjalmarson (2013) con 45 profesores en formacion sefialan que el
curso de estadistica, en su comienzo no lograban acopiar los conceptos de aleatoriedad y
convergencia, pero con el desarrollo de las actividades permitid6 que mejoraran sus
conocimientos.

Batanero, Gomez, Contreras y Diaz (2015), en su estudio en la formacién
probabilistica de los futuros profesores en la educacion secundaria y en el bachillerato, en el
caso de que fuese deficiente, deberia ser una tarea de las facultades de educacion el
completarla en forma adecuada. Aunque, los resultados en la segunda parte de la
investigacion también muestran que es posible mejorar el conocimiento de los profesores,
aln con un tiempo limitado de ensefianza. Para preparar a los profesores en la componente
didactica, seran de gran ayuda situaciones relacionadas con la docencia, de acuerdo con
Llinares (2009) estas tareas tienen en cuenta los contextos en que el futuro maestro ha de

aplicar su conocimiento en la practica de ensefiar matematicas.

Batanero, Gémez, Contreras y Diaz (2015) resaltan la necesidad de continuar la
investigacion sobre otros componentes del conocimiento del profesor en el campo de la
probabilidad, como paso necesario para desarrollar propuestas de ensefianza que contribuyan

a mejorar la formacion de los profesores.

Alsina (2017) sefiala que diversos paises, entre ellos Espafia, han concretado las
competencias profesionales del profesorado en la educacidon primaria, en donde indica la
necesidad de asumir que el ejercicio de la funcion docente debe ir perfeccionandose y
complementandose a los cambios cientificos, pedagogicos y sociales a lo largo de la vida.

Esto es refiriéndose a la necesidad de reflexionar sistematicamente sobre lo que se sabe y
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sobre lo que se hace, con el objeto de ir mejorando la practica profesional docente.

El conocimiento de la matematica en los estudiantes, sobretodo en sus primeros afios
es muy importante, ya que ellos deben entender y ser capaces de utilizarla en su cotidiano y
futuro trabajo, por consiguiente, el profesor que sea el encargado de entregar todas estas
herramientas a los estudiantes debe manejar en su gran mayoria los conocimientos
estadisticos y probabilisticos y asi sean unas verdaderas herramientas para su futuro personal

como laboral.
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1.3 DELIMITACION DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.3.1 OBJETIVOS GENERALES DE LA INVESTIGACION

Los objetivos general y especificos son los siguientes:

Objetivo General:
Estudiar los significados intuitivo y clasico sobre la probabilidad que atribuyen
estudiantes de la educacion basica de los niveles séptimo y octavo afio en la novena region

de Chile.

Objetivos especificos:
O1. Disenar un cuestionario de probabilidades dirigido a estudiantes de séptimo y

octavo afio de educacion basica considerando las investigaciones en el tema.

02. Caracterizar las dificultades y errores en probabilidades de los estudiantes de

séptimo y octavo ano de educacion basica.

0.3 Comparar los conocimientos y argumentaciones en la resolucion de problemas

de probabilidades en estudiantes de séptimo y octavo afio basico.

1.3.2 HIPOTESIS DE INVESTIGACION

En base a las investigaciones relacionadas con el tema nos planteamos las siguientes hipdtesis

de investigacion:

H1. Los estudiantes de la educacion bésica asignan diversos valores a situaciones de

incertidumbre desde sus intuiciones probabilisticas.

H2. Las intuiciones probabilisticas de los estudiantes de educacion basica estan relacionadas

con el nivel educativo.

H3. Los estudiantes de educacion basica manifiestan dificultades de comprension en tareas

de probabilidad.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTO DEL ESTUDIO
2.1 MARCO TEORICO

2.1.1 SIGNIFICADO DE UN OBJETO MATEMATICO

En este trabajo, para analizar los significados intuitivos y clasicos de la probabilidad
en estudiantes de la educacion basica, vamos a utilizar algunas nociones tedricas del enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instrucciéon matematica (EOS) desarrolladas por Godino
y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2003; Godino, Batanero y Font, 2007).
Es un marco tedrico integrativo para la didactica de las matematicas que aborda el problema
de la articulacion de teorias desde supuestos semidticos, ontoldgicos y antropologicos. Esto
debido a que un supuesto basico de este marco tedrico es que las matematicas, desde el punto
de vista institucional y personal, constituyen un quehacer humano, producido como respuesta
a cierta clase de situaciones problematicas del mundo real, social o de la propia matematica.
Como respuesta o solucion a estos problemas externos e internos, los objetos matematicos
(conceptos, procedimientos, teorias, etc.), emergen y evolucionan progresivamente.

El término “significado” se usa de una manera persistente en la investigacion y en la
préctica de la educacion matematica, ligado al de “comprension”. Se considera esencial que
los estudiantes conozcan el significado de los términos, expresiones, representaciones, o sea,
a qué hace referencia el lenguaje matematico en sus diferentes registros (Godino, 2010). Una
institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma clase de situaciones
problemadticas. Al considerar una institucion escolar, en nuestro caso la educaciéon media, el
significado construido por un estudiante particular sobre la probabilidad, en un momento del
proceso de aprendizaje puede no corresponder exactamente al significado del objeto en la
institucion dada, por lo que conviene distinguir entre significado institucional y significado
personal de un objeto matematico. El significado institucional de una expresion matematica
es el compartido dentro de una institucion, y el significado personal es el que el alumno tiene
inicialmente o es adquirido a lo largo del proceso de estudio.

El objeto matematico se presenta como un ente abstracto que emerge del sistema de
practicas significativas, ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas matematicos.

Este proceso es progresivo a lo largo del tiempo, hasta que en determinado momento el objeto
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matematico es reconocido como tal por la institucion. Luego, sufre transformaciones
progresivas segun se va ampliando el campo de problemas asociado. Este proceso de
construccion de los objetos en la ciencia tiene su paralelismo en el aprendizaje del sujeto. El
aprendizaje es progresivo a lo largo de la vida del sujeto, como consecuencia de la
experiencia y ensefanza recibida, y los objetos construidos son los constituyentes del

conocimiento subjetivo.

4 SGNIFICADOS ) ~ SGNIFICADOS )
PERSONALES Patticipacion INSTTUCIONALES
/ Global \ / Referencial \
Ensefianza
Declarado Petendido

Implementado

logrado Acoplamiento

Evaluado

Aprendizaje

\_____
. J/ Apropiacion \ /

. J

1

Figura 1. Tipos de significados institucionales y personales

La relatividad socioepistémica y cognitiva de los significados, entendidos como
sistemas de practicas, y su uso en el analisis didactico lleva a introducir la tipologia basica
de significados que se resume en la Figura 1 (Godino, 2002). En la parte central de la figura
se indican las relaciones entre enseflanza y aprendizaje, que implica el acoplamiento
progresivo entre los significados personales e institucionales. Asimismo, la ensefianza
implica la participacion del estudiante en la comunidad de practicas que soporta los
significados institucionales y el aprendizaje, en ltima instancia, supone la apropiacion por
el estudiante de dichos significados. De esta manera el objeto matematico se presenta como
un ente abstracto que emerge del sistema de practicas significativas, ligadas a la resolucion
de cierto campo de problemas matematicos. Se estudiara los significados de la probabilidad

intuitiva y clasica.
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2.1.2 FUNCION SEMIOTICA Y CONFLICTO SEMIOTICO

Godino (2002) senala que en el trabajo matematico intervienen funciones semidticas
o correspondencias con tres componentes: la expresion (signo); el contenido (significado de
tal signo, lo representado) y un criterio o regla de correspondencia que sirve para interpretar
la relacion entre expresion y contenido. Es decir, en el trabajo matematico son necesarios una
serie de pasos en los que se hace una interpretacion o una representacion. Cualquier tipo de
objeto (situaciones-problemas, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos),
puede participar en la funcién semidtica como expresion o contenido. En el caso del EOS el
interpretante se concibe como la regla (hébito, norma) de correspondencia entre el
representante y el objeto, establecida por una persona, o en el seno de una institucion, en el
correspondiente acto interpretativo (significados personales o institucionales). Ademas, toda
entidad que participa en un proceso de semiosis, interpretacion, o juego de lenguaje, es
objeto, pudiendo desempenar el papel de significante, significado o interpretante.

Las funciones semioticas, generalmente vienen dadas por su expresion, y los otros
dos componentes quedan implicitos. Por ejemplo (Garcia, Arteaga y Roa, 2017), en la
expresion Vm,n el estudiante ha de hacer una interpretacion, recordando que se refiere a las
variaciones ordinarias de m elementos tomados n en n; y ademads recordar que m es el tamafio
del conjunto inicial y n el de la muestra que se quiere tomar. Cuando se produce un
desacuerdo entre el significado que ha establecido el autor de la funcién semidtica y el que
hace el interpretante de la misma se habla de conflicto semidtico. Uno de los objetivos de
nuestro trabajo es identificar los conflictos semioticos en los problemas abiertos (objetico

especifico 2).

En resumen, este estudio se apoya en el marco teorico del Enfoque-Ontosemidtico
(Godino y Batanero, 1994; Godino, Batanero y Font, 2007). En este marco tedrico EOS, la
ensefanza y aprendizaje estan relacionados con el significado institucional y el significado
personal que posee un objeto matematico, entendidos como toda entidad que interviene en
una tarea matematica. Ademas, los autores establecen que la comprension de un objeto
matematico es progresiva y que no puede ser observada directamente, pero su practica
personal (significado personal) es la que permite indagar en un acercamiento global al
significado declarado por la institucion (significado institucional). En esta Tesis,

consideramos que un primer acercamiento a la comprension de la probabilidad en la
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educacion basica debe iniciarse con actividades que favorezcan la reflexion sobre el
significado intuitivo de probabilidad. La experiencia del profesor de matematica enfrentado
a situaciones simples bajo incertidumbre le va a permitir conducir a sus estudiantes hacia una
adecuada intuicion sobre la probabilidad. En consecuencia, pretendemos explorar las
intuiciones probabilisticas de los estudiantes de educacion basica y los conflictos semidticos

que se presentan en la resolucion de tareas de probabilidad clasica.

2.1.3 COMPRENSION Y COMPETENCIA

Godino (1996) define la teoria de la comprension de un concepto, como un recorrido
progresivo y relativo de la apropiacion de elementos ligados a los significados institucionales.
El sentido de la ensefianza seria aproximar los significados personales a los institucionales.
En el caso de la probabilidad, Batanero (2005) ilustra mediante ejemplos como se entiende
la comprension de la probabilidad:

En la escuela primaria es el lugar en donde el nifio comprende la probabilidad, ya
que cuando calcula probabilidades de sucesos en experimentos muy sencillos, por ejemplo
el lanzamiento de un dado, y entiende que corresponde a un valor entre 0 y 1. Siguiendo con
la trayectoria escolar, en la escuela secundaria es cuando el adolescente comprende la
probabilidad y aplica la regla de Laplace, conoce algunas propiedades como la regla del
producto y resuelve problemas con mas dificultad, por ejemplo, cuando calcula la
probabilidad de un experimento compuesto de varias etapas dependientes (como lanzar una
moneda y segun el resultado lanzar un dado o una moneda). También, estd involucrada la
sociedad ya que el individuo comprende la probabilidad cuando la utiliza adecuadamente en
el contexto de apuestas, votaciones o inversion en la bolsa, y toma decisiones correctas con
base en esa informacion. Por ultimo, se encuentra Ciencia, vida profesional o universidad,
ya que el adulto comprende la probabilidad debido a que ya ha interactuado con variables
aleatorias en una o mas dimensiones y diferentes modelos de distribuciones de probabilidad,
como la binomial. Es preciso mencionar que algunas profesiones también requieren la

estimacion de parametros o contraste de hipotesis.
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2.1.4 CONFIGURACIONES DIDACTICAS

Configuracion didactica es definida como una unidad primaria de analisis didactico
constituida por interacciones profesor — alumno a proposito de un objeto o contenido
matematico y usando recursos materiales especificos (Godino, Batanero y Font, 2007).

La configuracion didactica estd asociada a tres configuraciones interrelacionadas: La
epistémica, que esta representada por una tarea con sus objetos matematicos previos y
emergentes; también se encuentra la instruccional, que se conforma por la red de objetos
docentes, discentes y mediacionales puestos en juego a propdsito de dicha tarea; y ademas se
encuentra la cognitiva, que esta constituida por la red completa de objetos de los sistemas de
practicas personales al implementar la configuracion epistémica dada. Esta ultima se puede
utilizar para describir los aprendizajes que se van construyendo a lo largo del proceso (Gémez
2014).

Godino, Batanero y Font (2007) definen seis criterios de la idoneidad didactica:

La idoneidad epistémica se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia. La
idoneidad cognitiva expresa el grado en que los significados pretendidos implementados
estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los
significados personales logrados a los significados pretendidos/ implementados.

La idoneidad interaccional de un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor idoneidad
desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias didacticas permiten,
por una parte, identificar conflictos semioticos potenciales (que se puedan detectar a priori),
y por otra parte permitan resolver los conflictos que se producen durante el proceso de
instruccion.

La idoneidad mediacional es grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales
y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefanza aprendizaje.

La idoneidad afectiva es el grado de implicacion (interés, motivacion) del alumnado en el
proceso de estudio. La idoneidad afectiva esta relacionada tanto con factores que dependen
de la institucion como con factores que dependen basicamente del alumno y de su historia

escolar previa.
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La idoneidad ecologica es el grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que

se desarrolla.

Didlogo
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Recursed IBenicos
Tampo
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Figura 2. Idoneidad didactica (Godino, 2011)

La nocion de idoneidad didactica junto a sus componentes es esquematizada por
medio de la Figura 2 que resume sus principales caracteristicas. Los autores representan la
idoneidad didéactica mediante hexagonos. El hexagono regular corresponde a un proceso de
estudio pretendido, donde se asume un grado maximo de las diferentes idoneidades; y el
hexagono irregular corresponde a los tipos de idoneidad logradas en el proceso de ensefianza
y aprendizaje implementado. Dado que todo proceso de estudio contempla el desarrollo de
conocimientos especifico, es que se han situado en la base del hexagono las idoneidades
epistémica y cognitiva. Nuestro interés es analizar la idoneidad ecologica (adaptacion al
curriculo y socio-profesional) y afectiva (interés y actitudes) que presentan los profesores de

matematica.
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2.2 INVESTIGACIONES SOBRE PROBABILIDAD EN LA EDUCACION
PRIMARIA

Las investigaciones referidas a la probabilidad en la educacion primaria muestran que

a pesar que han sido pocas, los resultados son concluyentes, en donde sefialan que los

conocimientos no son elevados y que solamente unos pocos dominan la probabilidad, ya que

el resto presenta dificultades, confusiones o sesgo al momento de enfrentarse a un

cuestionario de esta tematica.

2.2.1 RAZONAMIENTO PROBABILISTICO EN LOS NINOS

El razonamiento probabilistico en los nifios esta presente desde los primeros afios de
escolaridad segun el curriculo, permitiendo asi que los estudiantes logren una familiarizacion
con la probabilidad, siendo un método mas cercano y amigable logrando que el conocimiento
se internalice de forma evolutiva.

La internalizacion del conocimiento de probabilidad esta dividida en tres etapas en la

vida escolar del estudiante (MINEDUC, 2012):

e Primer ciclo: El caracter aleatorio de alguna experiencia; distinguir entre lo imposible,
seguro, y aquello que es posible pero no seguro; utilizacion del lenguaje habitual, de
expresiones relacionadas con la probabilidad.

e Segundo ciclo: El caracter aleatorio de algunas experiencias: Valoracion de los
resultados de experiencias en las que intervienen el azar, para apreciar que hay
sucesos mas o menos probables y la imposibilidad de predecir un resultado concreto.
Ademas de la introduccion al lenguaje del azar.

e Tercer ciclo: Caracter aleatorio de algunas experiencias: presencia del azar en la vida

cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de un suceso.

En base a lo anterior, se puede ver como el curriculo se ha preocupado de que el
estudiante vaya vivenciando lo que es la probabilidad, desde sucesos que son de la vida
cotidiana y asi ellos lo pueden relacionar mas significativamente, lo que produce que el
aprendizaje sea mas efectivo logrando que la aprehension sea mayor. Los estudiantes desde

temprana edad deben aprender a estimar, discriminar y diferenciar formas, distancias y
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cantidades; producto de lo anterior es que se puede concretizar con la utilizacion de fichas,
moldes, pastillas, etc. Seglin la teoria de Piaget (1975) los inicios de los aprendizajes de los
estudiantes estan en los periodos: Pre operacional (2-7 afios) y el periodo de las operaciones
concretas (7-11 anos). En la etapa pre operacional, se caracteriza por la manipulacion de
objetos reales, ya que el nifio se basa en las experiencias empiricas para aprender los
conceptos.

En la etapa de operaciones concretas, esta caracterizada en que el estudiante comienza
su vida escolar, en donde su nivel de aprendizaje le permite abstraer sin tener una experiencia
con material concreto para el aprendizaje, dando paso a una constante progresion del
estudiante a lo lardo de los afios escolares. Es importante sefialar que aun son necesarios los
elementos abstractos ya que aun hay dificultad para concebir una operacién de manera
abstracta.

Fischbein (1975) senala que el aprendizaje mediante la intuicion es el campo de la
probabilidad, ya que intent6 demostrar que los nifios poseen ideas correctas parcialmente
formadas sobre los conocimientos probabilisticos y analizo el efecto de las instrucciones para
mejorar las intuiciones de los estudiantes.

Las intuiciones van mas alla de un caso en particular, ya que tienen un caracter tedrico,
lo que permite extrapolar o hacer predicciones. Las intuiciones se relacionan entre si logrando
formar una estructura de razonamiento. Las intuiciones, el autor, las separa en dos tipos, las
primarias y las secundarias, que seran descritas a continuacion:

La intuicion primaria: Son aquellas que son adquiridas por la experiencia, en donde no
hay necesidad de dar instrucciones, esto es posible ver en casos como calculo de distancia o
al lanzar un dado, todas las caras tienen la misma posibilidad de salir.

La intuicion secundaria: Estas son formadas a raiz de la educacion recibida por el
estudiante, es decir, en la escuela.

Luego, de determinar esta clasificacion, el razonamiento probabilistico de los nifios es
clasificado en conceptos especificos, tales como:

Aceptacion del azar: Para comenzar a ensefiar este concepto es necesario que los
estudiantes sean capaces de diferenciar las situaciones aleatorias con las deterministas, es
decir, que aprendan las caracteristicas de un suceso aleatorio. En el periodo de operaciones

concretas con la adquisicién de esquemas operacionales tales como espacio — temporales y
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logico — matematico, el estudiante es capaz de diferenciar entre azar y lo deducible, aunque
no lo hace de manera autonoma ya que su pensamiento aun esta ligado a un aprendizaje
concreto.

Estimacion de la frecuencia relativa: Ya que el nifio es capaz de diferenciar entre una
situacion aleatoria con otra determinista, da paso a que el estudiante sea capaz de estimar en
una serie de experimentos en donde los sucesos ocurren con mayor o menor frecuencia.

Estimacion de posibilidades y nocion de probabilidad: En este periodo el estudiante,
segin Fischbein, es capaz de estimar probabilidades sencillas o al menos es capaz de
compararlas.

Distribucion y convergencia: Es en esta instancia en que los nifios antes de entrar a
educacion primaria, es decir, en preescolar, son capaces de comprender el reparto aleatorio,
en donde se ejemplifica de como una baldosa se moja con la lluvia, pero ésta no lo hace de
manera equitativa u ordenada. En el periodo de las operaciones formales los estudiantes
logran comprender el mecanismo de la convergencia progresiva.

Convergencia a la distribucion normal: Los estudiantes de primeros afos de
escolaridad se caracterizan porque no tienen las nociones de la idea de distribucion. Los
estudiantes de los primeros cursos, son capaces de diferenciar las frecuencias de los sucesos
ocurridos, permitiendo que exista una nocidon de prediccion, y los estudiantes del tercer
estadio son capaces de adquirir nociones probabilisticas, lo que permite que se puedan
introducir los juegos de azar, construir modelos probabilisticos basados en situaciones

aleatorias reales

Por lo anterior, es posible deducir que el razonamiento probabilistico de los nifios es
una formacion que se va adquiriendo a lo largo de su escolaridad, en donde el profesor que
esta a cargo de su aprendizaje es el actor principal en los conocimientos que ¢l desarrollara,

porque es en el colegio donde el estudiante desarrolla y construye esta habilidad matematica.
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2.2.2 CONOCIMIENTO DEL PROFESOR PARA ENSENAR PROBABILIDAD

Gomez, Batanero y Contreras (2014) sefialan que los conocimientos de los profesores
muestran unas pobres intuiciones iniciales sobre los experimentos aleatorios, pues solo la
tercera parte, de que aproximadamente, tiene una intuicion simultanea de la convergencia al
valor esperado y de la variabilidad muestral. El resto muestra diferentes sesgos, como la
equiprobabilidad, la heuristica de la representatividad o piensa que no es posible hacer una
prediccion. Estos resultados coinciden con los estudios de Batanero, Godino y Cafiizares
(2005), Carter (2008) y Mohamed (2012); y son mejores que los observados en estudios con
nifos o adolescentes, como Green (1983, 1991), Serrano (1996) y Caiiizares (1997). Ademas,
anadieron informacién sobre la comprension de la variabilidad, mostrando que una parte
importante del grupo produce muestras de variabilidad extrema o de patron determinista. Los
resultados sobre el conocimiento del contenido y los estudiantes con relacion a la
probabilidad se les pidi¢ a los futuros profesores, trabajando en grupos, que analicen las
respuestas dadas por cuatro alumnos ficticios. Al haber discutido colectivamente sus propias
respuestas a la primera parte de la tarea fueron capaces de discriminar, con facilidad, las
respuestas correctas e incorrectas de dichos alumnos. Se deduce que el avance en el
conocimiento comun del contenido ayudé a desarrollar su conocimiento del contenido y los
estudiantes.

Un alto porcentaje de estos futuros profesores también fueron capaces de dar razones
validas para los errores en las respuestas; mostrando mejores resultados que estudios previos
con profesores en ejercicio (Watson, 2001; Stohl, 2005) o en formacion (Carter, 2008;
Mohamed, 2012). Los razonamientos erroneos que mejor se identificaron fueron la ausencia
de variabilidad en los valores dados, la diferencia con frecuencias dadas por el profesor y la
cercania al 50% de los valores dados. En todo caso, seria necesario mejorar la formacion en
este punto, en donde se da a conocer los resultados de las investigaciones sobre didactica de
la probabilidad.

La investigacion de Vasquez y Alsina (2014) agregan el factor didactico matematico,

que clasifica los conocimientos en cuatro facetas:

- Conocimiento del contenido: Este conocimiento es comun, especializado y

ampliado, ya que se funda en la faceta epistémica del profesor, a través del cual se
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espera indagar que en los conocimientos matematicos correspondientes al contexto
institucional en el que se lleva a cabo el proceso de la ensefianza — aprendizaje. Para
ello se elaboran consignas orientadas a identificar, clasificar y evaluar aspectos
especificos del conocimiento que se pone en juego para resolver tareas o problemas
matematicos, es decir, un conocimiento comun; también sefiala el conocimiento
especializado del contenido, el cual considera las distintas formas de representar ideas
y problemas matematicos, asi como los distintos procedimientos, definiciones,
propiedades y argumentos que permiten llegar a una solucion; y por ultimo, el
conocimiento ampliado del contenido que pretende evidenciar la relacion entre el

contenido a ensefar con ideas matematicas mas avanzadas.

- Conocimiento del contenido en relacion con los estudiantes: Se fundamenta en la
faceta cognitiva y afectiva del conocimiento del profesor, por lo que incluye
conocimientos relativos a conocimientos personales de los alumnos, errores,
dificultades y conflictos presentes en sus aprendizajes y su progresion, ademas de las
actitudes, emociones, creencias y valores vinculados al proceso de estudio y a los

objetos matematicos vinculados a las probabilidades en la educacion basica.

Conocimiento del contenido en relacion con la enserianza: Es fundamentado en las
facetas de interaccion y mediacion del conocimiento del profesor, por lo que
involucra conocimientos relativos a los patrones de interaccion entre el profesor y sus
alumnos, su secuenciacion orientada a la fijacién y negociacién de significados,
ademas de aspectos vinculados a los conocimientos del profesor con relacion a los

recursos tecnologicos y la asignacion del tiempo a las distintas acciones y procesos.

Conocimiento del curriculo y conexiones intra e interdisciplinares: Sus fundamentos
se sustentan en la faceta ecoldgica del conocimiento del profesor, en donde considera
aspectos del curriculo, entorno social, politico, econdémico, etc. que condicionan el
proceso de ensefanza y aprendizaje.

En relacion a lo anterior, la ensefianza de la probabilidad en la educacion primaria

representa un verdadero desafio, sobre todo para los profesores en ejercicio, puesto que
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investigaciones lo han mostrado, los docentes no cuentan con una formacion adecuada al
respecto, es decir, en variados casos no cuentan con los conocimientos fundamentales
necesarios para que un profesor lleve a cabo el proceso de ensefianza y aprendizaje, lo que
les lleva a presentar concepciones erroneas y una ausencia de herramientas matematicas y
didacticas necesarias para alcanzar los objetivos de aprendizaje planteados para la educacion
primaria.

Viasquez (2017) sefiala que en las Gltimas décadas la estadistica y la probabilidad ha
cobrado importancia en el curriculo de la educacion bésica, ya que se incorpora la
probabilidad desde muy temprana edad, pero esto no tiene beneficios si quienes se encargan
de formar a los estudiantes en los conocimientos probabilisticos no tienen la formacion,
didactica ni competencias necesarias para ensefiar de manera efectiva este concepto, por lo
que sienten inseguridad para tratar estos temas y lo que conlleva a que esta ensefianza no sea
la ideal. Segun lo anterior, hace que sus experiencias estocasticas no permitan el desarrollo
de un pensamiento probabilistico debido a las pocas oportunidades de tratar y manejar los
conceptos de manera correcta y eficiente.

En la investigacion de Vasquez (2017) enfatiza que el dominio del conocimiento
didactico-matematico para ensefar probabilidades es fundamental para que un profesor
pueda apoyar a sus alumnos en su desarrollo matematico, pero no es suficiente. Puesto que,
de acuerdo con Niss (2003), el profesor necesitara haber desarrollado una practica de trabajar
matematicamente con sus alumnos, que le permita organizar la informacion disponible,
analizar y extraer los aspectos relevantes, crear modelos simplificados, hacer analogias con
situaciones conocidas, desarrollar estrategias de resolucion de problemas, relacionar distintos
procedimientos o representaciones, explicar, justificar y argumentar.

Lo anterior esta en directa relacion con lo que respecta a la formacion del profesorado,
especificamente en la matematica. En Chile la formacion en relacion al eje tematico de
estadistica y probabilidad es bastante exigua (Vasquez, 2017) de las 20 carreras analizadas
¢éstas tienen en promedio un 0,65% de los cursos de matematica y su didactica dedicados
explicitamente a la formacion disciplinar y didactica en estadistica y probabilidad, lo que
implica una débil formacion de los futuros profesores para abordar exitosamente la ensefianza

de la estadistica y probabilidad en Educacion Bésica.
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Vésquez y Alsina (2017) sefialan que los conocimientos en probabilidades de los
profesores que enseflan matematica no son tan alentadores, ya que el promedio de las
respuestas correctas es inferior al 25%, mencionando que los encuestados tienen muy pocas
estrategias para poder resolver situaciones hipotéticas en un contexto de probabilidad. Cabe
destacar que las capacidades para poder comparar y calcular probabilidades es bastante baja,
dado que los resultados que ellos analizaron denotan un conocimiento insuficiente, a modo
que no son capaces de reconocer el momento adecuado de poder aplicar la regla de Laplace,
omiten el supuesto de equiprobabilidad de los sucesos o sus argumentaciones carecen de
consistencia matematica, dando razones mas cotidianas que matematicas.

En futuros estudios es necesario indagar para poder ofrecer una formacion que logre
desarrollar una comprension adecuada de la probabilidad, de los conceptos que subyacen a
ella y de las distintas estrategias para promover su enseflanza, por medio de la resolucion de
problemas, la experimentacion y simulacion de fenomenos aleatorios; enfoque que
finalmente cambiara la mirada y los conocimientos del profesor con relacion a la probabilidad
y su ensefianza. Por otro lado, es importante que los profesores cuenten con una formacion
que los lleve a tener una actitud reflexiva y critica sobre los conceptos que deben ensear,
sus estrategias de ensefianza y de la manera en como aprenden sus estudiantes; considerando
la probabilidad como una herramienta para el analisis de informacién, modelamiento,

argumentacion y resolucion de problemas provenientes de distintos ambitos.

2.2.3 ACTITUDES HACIA LA PROBABILIDAD Y SU ENSENANZA

Para ensefiar estadistica y probabilidad es necesario que se analicen las actitudes y las
creencias que adoptan los futuros profesores y los docentes que estan en ejercicio, ya que son
ellos los responsables de entregar los conocimientos a los estudiantes, principalmente en esta
tematica, ya que el curriculo nacional (Mineduc, 2012) asigna poco tiempo a la ensefianza de
la probabilidad, teniendo como consecuencia que no exista una aprehension del conocimiento
lo que conlleva a no motivar a los estudiantes a la realizacion, profundizacion y motivacion
en esta area matematica.

Es importante sefialar que las actitudes son mas elevadas en profesores en ejercicio,
aunque tiende a empeorar con el uso de la ensefanza de la estadistica (Estrada, Batanero y

Fortuny, 2004). Lo anterior es debido a la dificultad que posee aquel contenido para los
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profesores, lo que conlleva a una necesidad de apoyo que deberian recibir de parte de los
departamentos de didactica y las facultades de educacion hacia los profesores en ejercicio
como también a los futuros docentes.

Segun lo anterior, el profesor de matematica no esta preparado en esta disciplina; por
lo general en las Escuelas de formacion de profesores de matematica el eje de Estadistica y
Probabilidad no ha tenido la importancia que se le otorga a otras tematicas y por ende en el
ejercicio docente es una materia olvidada, con escasos conocimientos de probabilidad y
actitudes poco favorables o positivas para utilizar los variados recursos y medios para su
ensefanza.
Estrada y Batanero (2015), elaboran un cuestionario sobre las actitudes hacia la probabilidad,
en la que consideran siete componentes especificos de las actitudes tanto hacia la
probabilidad como hacia su ensefianza obteniéndose un modelo multidimensional. Los tres
primeros componentes valoran la actitud hacia la probabilidad de los profesores y futuros
profesores. Los tres siguientes componentes dirigidos principalmente a profesores valoran la
actitud hacia los aspectos didacticos de la probabilidad. El ultimo componente hace
referencia al valor que se le da a la materia y su ensefianza, aspectos directamente
relacionados. A continuacion, se presentan los componentes ya mencionados:

e Componente afectivo hacia la probabilidad AP. Valora los sentimientos personales
del sujeto hacia la Probabilidad, por ejemplo: agrado-desagrado hacia esta materia,
miedo-confianza al iniciar su estudio o al resolver problemas, interés-desinterés por
el tema; sentimientos positivos o negativos hacia la Probabilidad. Este componente
ha sido considerado en las escalas de actitudes hacia la estadistica.

o Competencia cognitiva apreciada hacia la probabilidad CCP. Valora la percepcion
de la propia capacidad, conocimientos y habilidades intelectuales en Probabilidad.
También, presente en las escalas de actitudes hacia la estadistica, debido a que cuando
una materia guste a un sujeto, es posible que la encuentre dificil o piense que tiene
poca capacidad para la misma. Serd importante que un profesor tenga una buena
percepcion de su propia capacidad para formarse en una materia determinada.

o Componente comportamental hacia la probabilidad CP. Evalia la tendencia a
utilizar la probabilidad, a la toma de decisiones, la ayuda a otros compaifieros, el uso

que se hace de la Probabilidad.
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Componente afectivo hacia la enserianza de la probabilidad AE. Valora los
sentimientos personales hacia la ensefianza de la Probabilidad, que pueden variar
(aunque estardn relacionados) con el componente afectivo hacia el tema. Este
componente intenta medir el agrado-desagrado, miedo-confianza interés-desinterés
por ensefiar probabilidad.

Componente de competencia didactica hacia la ensefianza de la probabilidad CDE.
Evalua la percepcion de la propia capacidad para ensefiarla, resolver dificultades de
los estudiantes, proponer buenas tareas, buscar recursos, etc. Un profesor puede
pensar que tiene facilidad para aprender un tema, no obstante, puede sentirse
capacitado o no para ensefiarlo.

Componente comportamental hacia la ensefianza de la probabilidad CE. Valora la
tendencia a la accion didactica: si el profesor trata o ha tratado o no de ensefiar
Probabilidad, si le da prioridad sobre otros temas, si piensa que deberia posponerse
en general.

Componente de valor hacia la probabilidad y su enseiianza VPE. Se intenta evaluar
el valor, utilidad y relevancia que el profesor concede a la probabilidad en la vida
personal y profesional y a la formacion del alumno en este tema, es decir a la inclusion

de la ensefianza de la probabilidad en el curriculo.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA DE INVESTIGACION

3.1 METODOLOGIA DEL PROCESO DE ESTUDIO

Se presenta a continuacion las tres fases pretendidas durante la investigacion que han
sido disefiadas para dar cumplimiento a los objetivos planteados y que se describira con mas
precision dentro de los estudios correspondientes

En la primera fase (afio 2016) se lleva a cabo un andlisis exhaustivo de las
investigaciones previas sobre los conocimientos en probabilidades de estudiantes, de futuros
profesores de matematica y de docentes que ejercen enseflando matematica.

En la segunda fase (afio 2017) se elabora un cuestionario de conocimientos de
probabilidad intuitiva y clésica dirigido a estudiantes de séptimo y octavo bdsico. La
confeccion y seleccion de los items sera analizada de acuerdo con investigaciones
relacionadas, pruebas estandarizadas y creadas por los autores.

En la tercera fase (afio 2018) se aplica el cuestionario sobre conocimientos de
probabilidad en estudiantes de séptimo y octavo afio de educacion basica. Ademas, se analiza
los resultados del cuestionario mediante un estudio descriptivo de las variables consideradas

en el estudio.

3.2 MUESTRA Y PARTICIPANTES

Segun lo estipulado en los objetivos de la investigacion y en la hipdtesis de la misma,
se describe la poblacion objetivo de los estudiantes de educacion bésica del establecimiento
educacional, perteneciente a la region de la Araucania. La muestra seleccionada considera a
331 estudiantes, de séptimo y octavo basico, clasificandose de la siguiente manera: 156
estudiantes pertenecientes a séptimo basico y 175 estudiantes de octavo afio basico, todos
ellos pertenecientes a un mismo colegio, particular gratuito, perteneciente a la ciudad de
Temuco (ver Tabla 2). Todos los estudiantes realizaron el cuestionario en fisico, es decir,
utilizaron lapiz y papel para desarrollar la evaluacion, en el horario de clases correspondiente

a su asignatura de matematica.
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Tabla 2. Nivel educativo de los estudiantes.

Nivel Numero de estudiantes (%)
Séptimo 156 (47,1%)
Octavo 175 (52,9%)

3.3 CUESTIONARIO SOBRE SIGNIFICADO INTUITIVO Y CLASICO DE LA PROBABILIDAD

Los items que se presentan en el cuestionario fueron elaborados para indagar sobre el
conocimiento en probabilidades de los estudiantes de séptimo y octavo afio bésico (nifios y
nifias entre 12 y 13 afios). Cada uno de los items fueron seleccionados por los estudios de
Kahneman y Tversky (1972, 1982), Pollatsek, Well, Konold, Hardiman, y Conn (1987)
Tversky y Kahneman (1974, 1980). Asi mismo, se incorporan items construidos por los
autores de esta investigacion, adaptados al contexto de los estudiantes y nivel educativo. Este
cuestionario consta de tres partes. La primera parte (item 1.1 al 1.9) consiste en asignar un
valor de posibilidad de ocurrencia de algun suceso, siendo éste seccionado en dos partes,
desde el item 1.1 hasta el 1.5, hay problemas relacionados con sucesos de la contingencia
actual y desde el item 1.6 hasta el 1.9 los enunciados estan relacionados a la estimacion de
sucesos probabilisticos, en donde deben aplicar conocimientos matematicos para poder
asignar el valor correspondiente. En todos los sucesos que se les presentan a los estudiantes
deben responder mediante una escala de apreciacion de 0 a 100 de probabilidad de ocurrencia
segin corresponda. La segunda parte que corresponde a los items 2 al 7 corresponde a
seleccion multiple, en donde en alguna de ellas deben senalar la alternativa que ellos
consideran correctas. En la tercera parte los estudiantes deben argumentar matematicamente

las alternativas que seleccionaron.

3.3.1 CUESTIONARIO DE iITEMS DE ASIGNACION DE PROBABILIDAD

Parte 1. Cuestionario de items de asignacion de probabilidades

ftem 1. Describe 9 enunciados de asignacion de probabilidad, en que los estudiantes deben
estimar la posibilidad de ocurrencia de cada uno de los eventos propuestos. Segun lo anterior,
los encuestados deben asignar los valores de suceso en la escalade 0 10 20 30 40 50

60 70 80 90 100 en los siguientes enunciados:
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item 1.1 Visitar un hospital, seleccionar un bebé y que sea de sexo masculino.

Este item se relaciona con el experimento aleatorio de lanzar una moneda, ya que al momento
de calcular la posibilidad de ocurrencia de que sea cara (masculino), es P(c) = 2 siendo el
espacio muestral asociado Q2 = {masculino, femenino} = {cara, sello} y la P(C) =4, por lo
tanto, la probabilidad de que el bebé sea varon es de un 50%.

Asi se espera que los estudiantes asignen un valor de 50.

tem 1.2 Llegar a los 80 afios en Chile.

Segun el informe de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) define la esperanza de vida
como una estimacion del promedio de afios que vivira un grupo de personas nacidas el mismo
afo, si las condiciones de mortalidad del pais evaluado se mantienen constantes. Hacking
(1995) senala que los primeros gobiernos en tener la precaucion de controlar la estadistica
demogréfica, para cuantificar y analizar si la poblacion aumentaba, disminuia o no presentaba
variaciones. El primer empleo de los datos estadisticos fue realizado en 1691 por Gaspar
Neumann, que propuso destruir la antigua creencia popular de que en los afos terminados en
siete moria mas gente que en los restantes. Con los célculos que realiz6 Neumann, el
astronomo inglés Halley aplico los conocimientos en un estudio sobre la vida humana. Los
calculos realizados por Halley sirvieron para sustentar las tablas de mortalidad que hoy
utilizan algunas empresas aseguradoras; y con respecto a lo anterior es que se crea el concepto
de esperanza de vida (Hacking, 1995). La OMS da a conocer que Chile es el pais mas longevo
de américa latina, con una esperanza de vida de 80,5 afios, seguido por Costa Rica y Cuba.
(Medio de prensa escrita, Tiempo Real, Universidad de Concepcion, 2017).

Se espera una asignacion alta de a lo menos 70.

Item 1.3 Que un joven sea ingeniero si su papa es ingeniero.

Diversas investigaciones han indagado sobre este tipo de preguntas, ya que los encuestados
se dejan influenciar por el razonamiento causal (Pollatsek, Well, Konold, Hardiman & Cobb,

1987; Tversky & Kahneman, 1980) en donde cada persona cualifica con un alto grado de
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probabilidad. Cada vez que la probabilidad condicional se presenta en contextos sociales, el
conocimiento previo de los sucesos puede interferir en el célculo de las probabilidades, sobre
todo si no existe una clara comprension e interpretacion del lenguaje condicional (Diaz, C.
2007).

Se tiene que el suceso A es que el joven sea ingeniero (efecto) y el suceso B que el padre sea
ingeniero (causa). Estamos en presencia de una relacion causal que en términos simbolicos
se puede expresar P (A| B) al momento de cuantificar la probabilidad de que ocurra el suceso
A habiendo ya ocurrido el suceso B.

Se espera una asignacion alta, sobre el valor de 75.

ftem 1.4 En un grupo de 23 personas ;Qué tan probable es que hallan dos personas

que cumplan afios el mismo dia y mes?

Este enunciado es conocido como la paradoja del cumpleanos, en donde menciona que en un

grupo de n personas, la probabilidad de encontrar a otra persona que cumpla afos el mismo

365!

dia y mismomeses: ]| -———
y 3651(365—n)! ’

en donde 7 equivale nimero de personas. En este caso,

la probabilidad en el grupo de 23 personas corresponde a un 50,7%.

A modo general, se percibe que 23 dias (fecha de cumpleafios de las 23 personas) en una
fraccion un tanto pequena, frente al posible numero de dias distintos (365) del afio para
esperar repeticiones.

Se espera una asignacion baja en este item, inferior a 20.

ftem 1.5 Una familia se proyecta tener tres hijos, {qué tan probable es que los dos

primeros sean hombre y el tercero mujer?

Para resolver este item se requiera a la aplicacion de la regla de la multiplicacion. Definiendo
a los sucesos A4;: el hijo i-ésimo es hombre, con i = 1, 2, 3. Se considera que los sucesos son
independientes, hay que obtener probabilisticamente los eventos
P(A; N A; N A3) = P(A,) P(A4,) P(A%3) =" x Y% x 2= 1/8. Por consiguiente, se obtiene

un 12,5% de probabilidad que, en una familia de tres hijos, los dos primeros sean varones.
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El enunciado se puede relacionar con el experimento de las monedas, en donde se lanzan tres
distinguibles y asi poder calcular la probabilidad de que sea sello (hombre) la primera
moneda, sello la segunda moneda y cara (mujer) la tercera moneda. Al de definir estos
eventos M: tener un hijo masculino y F: tener un hijo femenino, el espacio muestral de este

experimento es Q = {HHH, HHM, HMH, MHH, HMM, MHM, MMH, MMM }. Existe solo
un caso favorable dentro de ocho posibilidades, en donde P (HHH) = % = 0,125 que es

equivalente al 12,5% de probabilidad de ocurrencia.

Se espera que los estudiantes asignen un valor bajo, de al menos 20.

Este item es una adaptacion diferente al problema de los hijos o el problema del sefior Smith
(Gardner, 1959) Contreras, Batanero, Arteaga y Cafiada (2014) sefialan que la primera
solucioén de manera intuitiva que se entrega es 2. Las personas que dan respuesta a este item
no consideran los dos primeros sucesos, en donde la posibilidad de ocurrencia es
independiente de la informacion entregada, y se enfocan en creer que el género del tercer hijo
(hombre o mujer) son equiprobables. Es probable que en este enunciado sea considerado el
valor 50 en el caso que dado los dos sucesos varones HH es independiente del sexo del tercer

hijo, por lo tanto, la probabilidad es de 50% que sea hombre o mujer.

ftem 1.6 Un profesor con 10 estudiantes dice que obtendria mas grupos distintos

formado de 2 estudiantes en vez de 8 estudiantes.

Kahneman, Slovic, y Tversky (1982) consideran que los sesgos estan muy relacionados con
la falta de capacidad de enumeracion de todas las posibilidades en una operacion de
combinatoria, dentro de lo que se denomina, segun los autores, heuristica de disponibilidad,
lo que conlleva a un efecto perjudicial al momento de calcular la probabilidad de un evento
aleatorio. Para resolver este item hay que calcular por combinatoria el numero de grupos
formados por dos alumnos de 10 y ocho alumnos de 10, en donde se obtiene la misma
cantidad de grupos, en donde se concluye que hay una misma probabilidad de ocurrencia.
Segun lo anterior, es esperable obtener una asignacion baja de probabilidad de ocurrencia de
este suceso.

Se espera que los estudiantes escojan un valor inferior a 10.
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(120) i (101__02')'2' I (180) B (101—(:)!8! =4

Otra manera de poder resolver las 45 maneras de seleccionar los grupos distintos es
obteniendo la fila 10 del tridngulo de Pascal:

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

tem 1.7 Si se lanza una moneda tres veces ;Qué tan probable es obtener sello en el

tercer lanzamiento si se sabe que los dos primeros lanzamientos fueron cara?

Para resolver este enunciado hay que tener en conocimiento que el resultado (cara o sello)
del evento es independiente, ya que s6lo se trabaja con una moneda, por lo que la probabilidad
de que sea sello es de 2, aunque los lanzamientos anteriores sean cara, la probabilidad de

ocurrencia sigue siendo la misma.

Item 1.8 En una encuesta de opinion el 25% estd de acuerdo en enviar tareas a
escolares para la casa. Si eliges al azar a cuatro estudiantes de tu colegio ;Qué tan

probable es que uno de ellos esté a favor del envio de tareas?

Para dar solucion a este item, los estudiantes de los niveles 7° y 8° (12 y 13 afios) podrian
resolver de la siguiente manera: Pensar en el espacio muestral Q={SNNN, SNNS, SNSN,
SNSS, SSNN, SSSS, SSSN, SSSS, NNNN, NNNS, NNSN, NNSS,NSNN, NSNS, NSSN,
NSSS}; siendo el evento N que no esta de acuerdo y el evento S que si estd de acuerdo con
enviar tareas para la casa. A continuacion, denotar el evento de interés B, para esto tenemos
que B = {SNNN, NNSN, NNNS, NSNN}. Por lo anterior, para que puedan encontrar la

probabilidad de que uno de los cuatro alumnos esté de acuerdo implica aplicar la Regla de

Laplace o probabilidad clésica: P(B) = N°de casos favorables _ 2 _ 0,25. En esta solucion el

N2 de casos posibles 16

estudiante asume un 50% de probabilidad que un alumno esté de acuerdo con enviar tareas
para la casa.

Una solucidn intuitiva para este nivel educativo puede ser utilizando la regla del producto, es
decir, 4 x V4 x 3% x 3% x 3%, =(0,421875. Cabe sefialar, en el nivel educativo de tercero medio

(16 afios) los estudiantes pueden resolver este problema mediante el modelo de la
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probabilidad binomial, es decir, si la opinion de estar de acuerdo es de un 25% la probabilidad
obtenida es de 42,1875% que uno de los cuatro estudiantes esté¢ de acuerdo con el envio de
tareas para el hogar.

Se espera una asignacion para este item menor a 30, para los estudiantes de este nivel

educativo.

item 1.9 En un gimnasio hay 1000 personas y cada una de ellas lanza tres monedas.

Aproximadamente, ;Qué porcentaje de las personas obtendrian tres caras?

Este item corresponde a la aplicacion la Ley de los Grandes Numeros (LGN), la cual dice
que a medida que aumenta el nimero de repeticiones de un experimento aleatorio, la

frecuencia relativa de un suceso se aproxima cada vez mas a su probabilidad teorica. Al lanzar

o o1 1.1 1
las tres monedas y que sean caras, su probabilidad se obtiene SX S Xo=o= 0,125 . La

LGN sefiala que aproximadamente un 12,5% del total de personas obtendran tres caras
después de lanzar las monedas, es decir, 125 personas.

Se espera que los estudiantes asignen un valor a los més de 20.

3.3.2 CUESTIONARIO DE ITEMS DE SELECCION MULTIPLE SOBRE INTUICIONES
PROBABILISTICAS

item 2. Si de una témbola con pelotas enumeradas del 1 al 5, se sacan cinco pelotas con

reposicion ;Qué es mas probable que ocurra?

a) Que salga el numero 22222

b) Que salga el numero 12345

¢) Que salga el numero 25314

d) Todas son igualmente probables
El enunciado es conocido como la falacia del jugador o falacia de Montecarlo. Esto es, que
al ser una falacia légica en donde se cree incorrectamente que los sucesos ya ocurridos
afectan a los podrian ocurrir en relacion con los juegos de azar. La alternativa correcta es la
opcion (d), debido a que la probabilidad de la secuencia 22222 es de un 0,032%, la
probabilidad de la secuencia 12345 es de un 0,032% y la probabilidad de la secuencia 25314

es de un 0,032%, por lo tanto, todas las opciones tienen la misma posibilidad de ocurrencia.
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Tversky y Kanheman (1974) han indagado este tipo de preguntas, llegando a la conclusion
de “que los individuos consideran que un suceso aleatorio tiene menos posibilidad de ocurrir

porque ha ocurrido durante cierto periodo”, en este caso el valor 2 de la secuencia.

Item 3. Se lanza una moneda 8 veces, obteniendo en orden los siguientes resultados:
cara, sello, cara, sello, sello, sello, sello, sello. Si se lanza la moneda por novena vez,
,qué es mas probable que pase?

a) Es mas probable que salga cara, puesto que han salido demasiados sellos y ya es hora

de que salga cara.

b) Es mas probable que salga sello, puesto que ha salido sello en cinco lanzamientos

sucesivos.

c) Es igual de probable que salga cara o sello
Para dar solucion a este problema hay que identificar que es un evento independiente, debido
a que solamente se trabajara con una sola moneda, asi los eventos resultantes pueden ser cara
(C) o sello (S) tiendo cada una Y4 de probabilidad. Al ser solo una moneda, los resultados
anteriores no tienen incidencia en el préximo lanzamiento, ya que la posibilidad de
ocurrencia no se altera ni varia. Por lo tanto, la respuesta correcta corresponde a la alternativa
(©).
Situaciones de este tipo han sido estudiadas por Serrano, Batanero, Ortiz & Caiiizares (1998)
en su investigacion sobre posibilidad de ocurrencia de cinco monedas con 5 opciones dirigido
a estudiantes de educacion media, evalua si los estudiantes usan la heuristica de la
representatividad en sus juicios sobre la probabilidad de obtener diferentes secuencias en el

lanzamiento de una moneda.

tem 4. Cindy y Trudy juegan tirando un dado normal. Si sale un 5 gana Cindy vy si sale
menos de 3 gana Trudy. ;Cuantas veces habra ganado cada uno, aproximadamente,
después de tirar el dado 60 veces?

a) Trudy y Cindy ganan el mismo nimero de veces
b) Cindy gana el doble de veces que Trudy

¢) Trudy gana el doble de veces que Cindy

d) Cindy gana 17 veces mas que Trudy

e) Trudy gana 17 veces mas que Cindy
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La alternativa correcta de este enunciado corresponde a la alternativa (c¢). Esto es, un dado
normal tiene seis caras y la probabilidad de que salga 5 es de 1/6 por parte de Cindy. Al ser
60 lanzamientos, se debe multiplicar 1/6 por 60 da como producto 10. En el caso de Trudy
gana cuando el dado es menor que 3 (1 o 2), en donde la probabilidad de obtener esos
numeros es 2/6 y al ser lanzado 60 veces, hay que multiplicar 2/6 por 60 lo que se obtiene

20.

tem 5. En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan.
Se sacan tres bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacidn, sacamos otra
bola sin echar las anteriores. ;De qué color es mas probable que sea?

a) El rojo tiene mayor probabilidad

b) El azul tiene mayor probabilidad

¢) El verde tiene mayor probabilidad

d) Todos los colores tienen la misma probabilidad

La alternativa correcta de este item es la letra (b). Este enunciado corresponde a un problema
de asignacion de probabilidades en extraccion sin reemplazo. Para poder dar solucién a este
problema se requiere de un mayor razonamiento proporcional, ya que el encuestado tiene que
comparar tres posibles sucesos que no son de igual probabilidad, ademas hay que considerar
que el enunciado sefala de una extraccion sin reemplazo, lo que modifica la composicion de
la urna y el espacio muestral. En este ejercicio, es considerado el suceso previo, en donde
produce que la siguiente extraccion dependa de la anterior y de esa manera se puede
comprobar si los encuestados consideran la informacion entregada previamente y el nuevo

suceso es tratado como dependiente de los anteriores.

item 6. Eduardo desde pequefio mostré gran aficién por el arte. Entro a estudiar a la
universidad donde se destacd por su talento por la escritura y fotografia,
transforméndose en el mejor de su carrera. En la ultima década recorrié el mundo
fotografiando y ayudando en los diversos desastres naturales ;Cual de estos sucesos
tiene mas probabilidad de ser cierta?

a) Eduardo trabaja en un diario
b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de bomberos
¢) Ambos sucesos son igualmente de probables

Esta situacion problemadtica es una adaptacion de Tversky y Kahneman (1974) Para dar

solucion a este item hay que tener en cuenta las probabilidades de dos situaciones, a)
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“Eduardo trabaja en un diario” b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de bomberos”,
para que las ocurrencias de dos sucesos sean simultaneas, deben ser menor o igual que la
probabilidad de ocurrencia de cada uno. La solucion a este problema es la alternativa (a) en
donde P (AN B)<P (A)yP (AN B) <P (B). Tversky y Kahneman (1974) sefialan que la
mayoria de quienes responden esta problematica utilizan la representatividad heuristica en

este tipo de pregunta, dejando de lado las propiedades de la probabilidad.

tem 7. Supon que estas en un concurso, y se te ofrece escoger entre tres puertas: detras
de una de ellas hay un auto, y detras de las otras cabras. Escoges una puerta, digamos
la n°1, y el presentador, que sabe lo que hay detras de las puertas, abre otra, digamos
la n°3, que contiene una cabra. Entonces te pregunta: ;No prefieres escoger la n°2?

1 2
] e .

a) Esmejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la N°1 porque el presentador nos
quiere confundir

b) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la N°2 porque es la tinica que el presentador
no presta atencion

c) Es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la N°1 porque ahora tengo 1/2

de probabilidad de ganar el auto.

d) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la N°2 porque ahora tengo 2/3 de
probabilidad de ganar el auto

e) Da lo mismo cambiar o no de puerta la probabilidad sigue siendo 1/3

El item 7 es una situacion problematica llamada el problema de Monty Hall. La construccion
de las opciones (a) hasta la (e) fue producto de las respuestas de estudiantes de secundaria
que participaron en el IV workshop de probabilidades en la Universidad Catolica de la
Santisima Concepcidn, en donde se busca que los estudiantes sean capaces de discriminar
cada una de las opciones, en una clasica situacion de concurso, en que deben elegir una puerta
para asi obtener el premio que esta en solo una de ellas.

Para poder resolver este problema hay que determinar la probabilidad que tiene cada una de
las puertas (1 — 2 — 3) corresponde a 1/3 cada una. Al sefialar que en la puerta 3 hay una

cabra, la opcion de ganar el premio estaran en las puertas 1 y 2, lo que conlleva que la
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alternativa correcta sea la (d), ya que el premio estara en dos de las puertas que es el evento
seguro, porque ya se sabe que en la puerta 3 hay una cabra.

Batanero, Fernandes y Contreras (2009) realizaron un analisis semiotico de los objetos y
procesos matematicos implicitos en algunas soluciones correctas posibles del problema de
Monty Hall. Describen los razonamientos erroneos mas frecuentes en su solucion y aportan
con las posibilidades de uso de este problema en la ensefianza y formacion de profesores;
mediante una solucion intuitiva, solucion con diagrama de arbol, solucion experimental y
solucion formal usando las propiedades de la regla de Laplace, probabilidad condicional y

probabilidad total.

3.3.3 CUESTIONARIO DE iTEMS CON ARGUMENTACION SOBRE PROBABILIDAD CLASICA

ftem 8. Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en su caja 30
bolas blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar. El ganador es el nifio que saque
primero una bola blanca. Si ambos sacan simultdneamente una bola blanca o una bola
negra, ninguno gana, devuelven las bolas a las cajas y la partida contintia. Eduardo
afirma que el juego no es justo porque en la caja de Luis hay més bolas blancas que en

la suya.
ARGUMENTA

a) El juego es justo

b) Luis tiene mas ventaja

c¢) Eduardo tiene mas ventaja
La alternativa correcta de este problema corresponde a la letra (a), ya que este item busca que
los encuestados sean capaces de equiparar la probabilidad de extraccion de las bolas de color
blanco, aunque Eduardo tiene menor cantidad de bolas blancas en comparaciéon con las
negras, la probabilidad de extraer una de color blanco es de 1/3, ya que son 10 blancas dentro
de un total de 30. Las opciones que tiene Luis de sacar la bola blanca es de 30 dentro de un
total de 90, aunque tiene mas bolas blancas, la probabilidad de extraccion, al igual que
Eduardo corresponde a 1/3, lo que conlleva a que el juego sea justo.
Este item corresponde a un estudio de Vasquez y Alsina (2017), en el que analizaron los

resultados de profesores que ensefian matematica.
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tem 9. Hemos lanzado un dado rojo y otro azul y sabemos que el producto de los dos
numeros obtenidos ha sido 12. La probabilidad de que alguno de los dos nimeros sea
un 6 es de: ARGUMENTA
N° dado Rojo
1 2 3 4 5 6

N° dado 1 (L) (1,2) (1,3) (1,4 (1,5 (1.6

Azul 2 1) 22) (23) 24) (2,5 (26
3 G, (32) (33) (34 (G5 (3.6
4 @) (42) 43) 44 45 (46
5 G0 (52) (53) 54 (55 (5.6)
6  (61) (62) (63) (64 (65 (6,6)

a) 4/36

b) 2/36

¢) 4/12

d) 2/4

Esta situacion de juego es una adaptacion de Diaz (2007) y Contreras (2011) en donde los
estudiantes deben aplicar la probabilidad condicional. La repuesta correcta de este item
corresponde a la alternativa (d). Una solucidn intuitiva seria observar que de los 36 pares de
resultados posibles hay cuatro pares que cumplen la condicion que el producto de ambos
dados sea 12 y establecer que s6lo dos de los cuatro tiene la cara 6, asi la probabilidad es 2/4.
Otra solucion es dada en la educaciéon media de manera formal por la probabilidad
condicional, y consiste en definir el suceso A “el producto de los dos nimeros es 12 y el
suceso condicionado B “uno de los dos nimeros es 6. El espacio muestral en este caso es
restringido a la condicién de {(2,6), (3.4), (4,3), (6,2)}. Los sucesos favorables que al caso
condicionado seran {(2,6), (6,2)}. La equiprobabilidad de los pares de los factores produce
que el espacio muestral de los productos permite que se pueda poner en ejecucion la regla de

Laplace para asi obtener P(A) =4/36 y P(ANB) = 2/36.

Por lo tanto, la resolucion de la probabilidad condicional es: P(B|A) = % = % = %

ftem 10. Se muestran los resultados de una encuesta realizada a 60 personas, sobre la
preferencia de mermeladas, clasificadas en no dietética y dietética.

Mermelada
No Dietética
dietética
Mujer 6 24
Hombre 18 12
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Al seleccionar a uno de estos encuestados al azar, la probabilidad de que sea hombre y

prefiera mermelada no dietética es:
ARGUMENTA

a) 18/24

b) 18/30

¢) 18/60

d) 30/60 x 24/60
e) 1/18

Este item es una adaptacion de un problema de la Prueba de Seleccion Universitaria (PSU
2017) en donde los estudiantes deben aplicar los conocimientos relacionados con la
probabilidad del producto o regla de la multiplicacion, en este caso que sea hombre (30
encuestados) y que prefiera la mermelada no dietética (18 preferencias). Para resolver este
item hay que clasificar la informacién que es otorgada, es decir, la probabilidad que se indica

es P =18/60. Por consiguiente, la alternativa correcta de este item es la (c).

ftem 11. En una encuesta de opinién se consulta a tres alumnos del colegio si estan o
no de acuerdo con la portada de la pagina web del colegio.

(Qué tan probable es que uno de los tres alumnos esté de acuerdo?
ARGUMENTA

Este item tiene como finalidad medir y conocer los argumentos y razonamientos de los
estudiantes frente a este ejercicio, para esto es necesario que ellos puedan visualizar el
espacio muestral con los siguientes sucesos equiprobables Q={AAA, AAN, ANA, NAA,
ANN, NAN, NNA, NNN}; Para esto, los estudiantes encuestados deben proyectar las ocho
combinaciones, en donde deben clasificar las opciones en que uno no esté de acuerdo, para
esto tenemos que B Q={ANN, NAN, NNA}. Por lo anterior, para que puedan encontrar la

probabilidad de que uno de los tres alumnos esté de acuerdo se debe aplicar la Regla de

Laplace o probabilidad clasica: P(B) = N de casos favorables _ g = 0,375; Por lo tanto, la

N®de casos posibles

probabilidad de que uno de los tres estudiantes esté de acuerdo con el disefio de la pagina
web del colegio es de un 37,5% siendo esta la repuesta correcta de esta situacion

problematica.
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CAPITULO 4
ANALISIS DE RESULTADOS

4.1 RESULTADOS DE iTEMS DE ASIGNACION DE PROBABILIDADES

El estudio inicial acerca de la asignacion de probabilidades intuitivas se realizd con
331 estudiantes de primaria. La aplicacion de un cuestionario fue contestada con lapiz y papel
en una sesion de la jornada de la mafiana en un establecimiento educacional. En lo que sigue
se muestran los resultados de los items 1.1 a 1.9, representado en graficos de barras con

valores de asignacion de probabilidad.

Item 1.1 Visitar un hospital, seleccionar un bebé y que sea de sexo masculino.

En la Figura 3 se puede apreciar que 71,9% de los estudiantes asignan un valor de 50 de
probabilidad de que elegir un bebé en el hospital y que sea varéon. Como primera opcion de
respuesta innata que tienen los encuestados corresponde a 2, considerando que el espacio
muestral es equiprobable (nifia y nifio). Tversky y Kahneman (1974) sefialan que, ante este
tipo de preguntas de simples respuestas existe un sesgo predecible, en donde las personas
omiten los datos estadisticos reales, para esta situacion en Chile los recién nacidos
correspondieron a 50,97% fue para hombres y 49,02% a mujeres (Informe INE 2018). Se

puede apreciar también que solo el 14,4% de los encuestados consideraron una opcién bajo

el valor 50.
80 71,9
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Figura 3. Porcentaje de respuestas al item 1.1 segln estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada de 50), n =331
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item 1.2 Llegar a los 80 afios de edad en Chile.

En la Figura 4 se puede apreciar que 22% de los estudiantes considera que la esperanza de
vida en Chile es de 80 afos, segun los datos entregados el afio 2015 por la Organizacion
Panamericana de la Salud la esperanza de vida en nuestro pais es 80 afos para los varones y
85 afios para las mujeres. Cabe destacar, que el 44,7% de los alumnos sefiala valores bajo los

80 afnos de esperanza de vida en nuestro pais.
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Figura 4. Porcentaje de respuestas al item 1.2 segln estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada al menos de 70), n = 331

Item 1.3 Que un joven sea ingeniero si su padre es ingeniero.

La Figura 5 indica que un 18,3% de los estudiantes exhiben un razonamiento causal,
asignando valores al menos de 80 de la ocurrencia del suceso que un hijo sea ingeniero si su

padre es ingeniero.
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Figura 5. Porcentaje de respuestas al item 1.3 segun estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada sobre 75), n =331
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Las respuestas de los estudiantes no concuerdan con lo que sefala Pollatsek, et al. (1987),
que indica que la mayoria de los encuestados encontraban altamente probable esta situacion.
Cabe sefialar, que el 21,7% de los estudiantes asignaron un valor de 50 a este evento y un
32,1% del grupo asigno valores bajo 50. En consecuencia, los estudiantes de este nivel
educativo no utilizan un razonamiento causal al estimar la probabilidad bajo la condicidon que

el padre es ingeniero.

item 1.4 En un grupo de 23 personas, /qué tan probable es que hallan dos personas
que cumplan afios el mismo dia y mes?
Como se evidencia en la Figura 6 el 34,4% de los estudiantes asignan un valor de 10 de
probabilidad al suceso que dos personas cumplan afios en la misma fecha. So6lo 8,7% asign6
valor de 50 a la ocurrencia del evento. Tversky y Kahneman (1974) en su estudio han llegado
a la conclusion de que las personas que responden este tipo de preguntas entregan una baja

probabilidad, segiin sean sus experiencias previas.

PORCENTAJE
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Estimacion de la probabilidad de cumpleafios el mismo dia (0-100)

Figura 6. Porcentaje de respuestas al item 1.4 segun estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada menos de 20), n =331

ftem 1.5 Una familia se proyecta tener tres hijos, {qué tan probable es que los dos
primeros sean hombres y el tercero sea mujer?
Se observa en la Figura 7 que el 25,6% de los estudiantes asigna erroneamente un valor de
50 a la probabilidad de ocurrencia de que el tercer hijo sea de sexo femenino, esta eleccion
segun Contreras, Batanero, Arteaga y Cafiadas (2014) se debe a que la primera opcion es
elegir entre si es hombre o mujer, asignando el valor de 2 como sucesos independientes. Fox
y Levav (2004) senalan que en problemas como este item existe confusion entre la

probabilidad condicional y conjunta que puede llevar a que se cometa tal error. Es importante
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considerar que el 65,9% de los estudiantes asignaron un valor de probabilidad igual o inferior
a 40. E1 0,9% de los alumnos asign6 un valor de 100 que el tercer hijo sea mujer. Un 20,7%
de quienes respondieron el cuestionario asigna un valor igual o inferior a 20 de probabilidad.
La respuesta correcta es de 1/8 o 0,125 obtenida de forma intuitiva por la Regla de Laplace
o al considerar la probabilidad del producto y la independencia de sucesos, conceptos
desarrollados en la educacion media. La Figura 6 nos muestra que s6lo un 18,3% de los
estudiantes asignan valores entre 10 y 20. Otra dificultad que produjo errores es que no haya
total comprension de lo que se esta leyendo en la informacion que el item proporciona, ya
que tal como ocurri6 en la investigacion de Pollatsek et al. (1987) consider6 que varias de las
dificultades que las personas tienen con la comprension de la probabilidad condicional puede

ser por como son redactados los enunciados.
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Estimacion de la probabilidad de género de tres hijos (0-100)

Figura 7. Porcentaje de respuestas al item 1.5 segun estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada bajo 20), n =331

ftem 1.6 Un profesor con 10 estudiantes dice que obtendria més grupos distintos

formado de 2 estudiantes en vez de 8 estudiantes
Se observa en la Figura 8 que solo un 4,2% de los estudiantes asignaron un valor menor o
igual a 10, lo cual es cercano a la solucion correcta utilizando la definicion de combinatoria
para indicar que hay la misma cantidad de subgrupos tomados de dos que de ocho estudiantes.
Por otro lado, un 29,6% de los estudiantes asignaron un valor de 100 de probabilidad de
ocurrencia del suceso indicado en el item. Un 24,3% de los alumnos considera que la
posibilidad de ocurrencia oscilaria entre los valores 60 y 90, siendo valores muy dispersos en

comparacion al valor real.

56



40

29,6
= 30

|_

Z 20 15,1

O 108 _

% 10 6,3 7,5 54 51 6,6 7,2

s 09 33 I ’ o7 1,8

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 blanco
Estimacion de la probabilidad de grupos diferentes (0-100)

Figura 8. Porcentaje de respuestas al item 1.6 segln estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada bajo 10), n = 331

tem 1.7 Si se lanza una moneda tres veces, ;qué tan probable es obtener sello en el
tercer lanzamiento si se sabe que los dos primeros lanzamientos fueron caras?
En la Figura 9 se puede apreciar que 49,2% de los estudiantes asignaron un valor de 50 de
probabilidad de obtener sello en el tercer lanzamiento, respuesta que es correcta, debido a
que las opciones que se presentan son independientes entre si (cara y sello). Ademas, un
33,6% otorgo un valor inferior a 50, destacando que 12% declar6 valores entre 10 y 20 de
probabilidad de ocurrencia, y que puede ser explicado al pensar el suceso CCS como uno de

los ocho sucesos del espacio muestral sin atender a la condicionalidad del problema.
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Figura 9. Porcentaje de respuestas al item 1.7 segln estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada valor 50), n =331

item 1.8 En una encuesta de opinion el 25% est4 de acuerdo en enviar tareas escolares
para la casa. Si eliges al azar a cuatro estudiantes de tu colegio, ;qué tan probable es
que uno de ellos esté a favor del envio de tareas?
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La Figura 10 muestra que s6lo 13,2% de los estudiantes asignaron valores 40 y 50, siendo el
valor correcto de probabilidad 42,1875 que un estudiante esté a favor del envio de tareas a
casa, bajo el supuesto que hay 25% de probabilidad que un estudiante esté de acuerdo con el
envio de tareas. Ademds, un 30,4% asignaron valores 20 y 30 que puede explicarse al
considerar uno de cuatro alumnos (valor de probabilidad 25) a favor de la medida.

El138,2% de los estudiantes otorgaron valores inferiores a 20 de probabilidad a la ocurrencia
del evento de encontrar a un estudiante a favor de las tareas, tema controversial muy debatido
en la actualidad por estudiantes y apoderados. Hacemos notar que 12,6% de los alumnos
asigna un valor de 50 de probabilidad, considerando el evento como algo independiente, es
decir que puede estar o no favor del envio de tareas al hogar existiendo asi 2 de opciones de

encontrar a alguien con aquella postura.
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Figura 10. Porcentaje de respuestas al item 1.8 seglin estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada menor a 30), n =331

item 1.9 En un gimnasio hay 1000 personas y cada una de ellas lanza 3 monedas.

Aproximadamente, ;qué porcentaje de las personas obtendrian tres caras?
En la Figura 11 se puede apreciar que solamente el 6,3% de los estudiantes asignaron un
valor de 10 de probabilidad de que saldran tres caras a un grupo de personas, respuesta
correcta al considerar que hay un caso CCC de los ocho posibles del espacio muestral de las
tres monedas. También, un 26,1% de los estudiantes asigna valores entre 30 y 40 a la
probabilidad de ocurrencia de este evento. No obstante, un 54,5% asigna valores mayores o
igual a 50. Segin Parraguez, Gea, Diaz y Batanero (2017) los futuros profesores de la

educacion basica parecen no comprender la ley de los grandes nimeros y le dificulta conectar
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la probabilidad experimental con la probabilidad teorica mediante el significado frecuencial

de la probabilidad.
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Figura 11. Porcentaje de respuestas al item 1.9 seglin estimacion de la probabilidad
(respuesta esperada bajo 10), n =331

4.2 RESULTADOS DE ITEMS DE SELECCION MULTIPLE SOBRE INTUICIONES
PROBABILISTICAS

Se presentan los resultados de los items 2 al 7.

item 2. Si de una tdémbola con pelotas enumeradas del 1 al 5, se sacan cinco pelotas
con reposicion ;Qué es mas probable que ocurra?

a) Que salga el numero 22222

b) Que salga el numero 12345

¢) Que salga el numero 25314

d) Todas son igualmente probables

En la Figura 12 se puede apreciar que 69,7% de los estudiantes seleccionan la alternativa (d)
que corresponde a la respuesta correcta, en cambio 27,3% de los participantes optan por las
alternativas (a), (b) y (c). Las investigaciones de Tversky y Kaneheman (1974) indican como
error frecuente que los estudiantes crean que los sucesos pasados pueden afectar en los que
ya vienen en lo relativo en actividades aleatorias; suponiendo mas probable que salgan

numeros en orden aleatorio (alternativa ¢) que nimeros ordenados o repetidos (alternativas a

y b).
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Figura 12. Porcentaje de respuestas al item 2, n = 331

La Tabla 3 muestra los resultados de las respuestas del item 2 categorizados por nivel
educativo, observando que independiente del nivel de séptimo u octavo afo la mayoria de
los estudiantes responden correctamente a esta situacion problematica. La diferencia que

existe entre ambos niveles es de un 8,1%.

Tabla 3. Resultados del item 2 seglin nivel educativo

Séptimo Octavo Total
a 0,6 0,6 1,2
b 3,0 6,0 9,0
c 9,9 7,5 17,4
d 30,8 38,9 69,7
Blanco 1,2 1,5 2,7
Total 100

Item 3. Se lanza una moneda 8 veces, obteniendo en orden los siguientes resultados:
cara, sello, cara, sello, sello, sello, sello, sello. Si se lanza la moneda por novena vez,
(,qué es mas probable que pase?

a) Es mas probable que salga cara, puesto que han salido demasiados sellos y ya es
hora de que salga cara.

b) Es mas probable que salga sello, puesto que ha salido sello en cinco lanzamientos
sucesivos.

¢) Es igual de probable que salga cara o sello

En la Figura 13 se observa que 77,9% de los estudiantes seleccionaron la alternativa correcta
(c), senalando que existe la misma probabilidad en que salga cara o sello, sin considerar los
resultados de los lanzamientos anteriores. Ademas, es posible visualizar que el 20,7% de los
estudiantes creen que si inciden los sucesos anteriores en el noveno lanzamiento (alternativas

a y b), situacion similar al presentado en el item 2. Si comparamos los resultados de la
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investigacion de Vasquez y Alsina (2017) un 36,6% de los profesores de educacion bésica
en ejercicio que enseflan matemadtica dieron una respuesta correcta, en cambio en nuestro

estudio obtuvimos mejores resultados.
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Figura 13. Porcentaje de respuestas al item 3, n =331

La Tabla 4 muestra que la mayoria de los estudiantes responden correctamente este item,
independientemente del nivel que estan ejerciendo, la diferencia que hay entre las respuestas

correctas es minima de 1,2%.

Tabla 4. Resultados del item 3 segun nivel educativo

Séptimo Octavo Total
a 3,3 5,1 8,4
b 4,9 7,6 12,5
c 38,3 39,5 77,9
Blanco 0,6 0,6 1,2
Total 100

item 4. Cindy y Trudy juegan tirando un dado normal. Si sale un 5 gana Cindy y si
sale menos de 3 gana Trudy. ;Cuantas veces habra ganado cada uno,
aproximadamente, después de tirar el dado 60 veces?

a) Trudy y Cindy ganan el mismo numero de veces
b) Cindy gana el doble de veces que Trudy

¢) Trudy gana el doble de veces que Cindy

d) Cindy gana 17 veces mas que Trudy

e) Trudy gana 17 veces mas que Cindy

En la Figura 14 se puede observar que 36,8% de los estudiantes sefialan correctamente que

Trudy gana el doble de veces que Cindy (alternativa c). Los distractores fueron similares en
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porcentaje de respuestas, 18,1% de los estudiantes indicaron la alternativa (a) que Trudy y
Cindy ganan el mismo nimero de veces, seguido de 17,7% seleccionaron que Trudy gana 17
veces mas que Cindy (alternativa e). Los resultados de Bastias (2017) fueron mejores con
profesores de matematica alcanzando 79,9% de respuestas correctas, lo que permite dilucidar
que tener la formacion matemadtica otorga el uso de propiedades de la regla de Laplace y

esperanza matematica.
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Figura 14. Porcentaje de respuestas al item 4, n = 331

La Tabla 5 indica que la cantidad de estudiantes que respondieron correctamente son
similares en ambos niveles de 7° y 8°, presentando s6lo una diferencia de 2,4% a pesar de
que hubo mas variedad de alternativas escogidas por ellos, aun asi, en cada una de las

respuestas elegidas por nivel es minima la diferencia.

Tabla 5. Resultados del item 4 segun nivel educativo

7mo 8vo Total

a 10,3 7,9 18,2

b 5,8 7,9 13,7

c 17,2 19,6 36,8

d 5,8 6,0 11,8

e 6,9 10,8 17,7
Blanco 1,2 0,6 1,8
Total 100
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tem 5. En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan.
Se sacan tres bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacion, sacamos otra
bola sin echar las anteriores. ;De qué color es mas probable que sea?

a) El rojo tiene mayor probabilidad

b) El azul tiene mayor probabilidad

¢) El verde tiene mayor probabilidad

d) Todos los colores tienen la misma probabilidad

En la Figura 15 se aprecia que 52,5% de los estudiantes senalaron que la bola de color azul
tiene mayor probabilidad de salir en una segunda extraccion sin reemplazo (opcion b
correcta), resultados similares obtenidos por Canizares (1997) de 50% con futuros profesores
de matematica. Los distractores en el problema de razonamiento proporcional asignando
probabilidades en extracciones sin reemplazo provoco que 26,1% de los alumnos escogiera
la alternativa (d), ya que es la opcion de equiprobabilidad, entendiendo asi que al ser bastante
baja la diferencia de las bolas de los distintos colores que hay dentro de la urna, no existe
mayor influencia al haber mayor o menor probabilidad de extraer una de las bolas. En el caso
con profesores de matematica 91,5% respondieron correctamente (Bastias, 2017), teniendo

asi una diferencia considerable en estos resultados.
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Figura 15. Porcentaje de respuestas al item 5, n = 331

La Tabla 6 muestra que los estudiantes que han seleccionado la alternativa correcta es similar
a pesar del nivel educativo que estan cursando, teniendo asi una diferencia de un 4,3%, y lo
mismo ocurre con las demas repuestas, las alternativas que ellos seleccionaron no indica

alguna diferencia segln el nivel de 7° y 8° afio de educacion bésica.
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Tabla 6. Resultados del item 5 segun nivel educativo

Séptimo Octavo Total
a 5,5 7,3 12,8
b 24,1 28,4 52,5
c 3,1 4,6 7,7
d 14,1 12,0 26,1
Blanco 0,3 0,6 0,9
Total 100

item 6. Eduardo desde pequefio mostro gran aficién por el arte. Entro a estudiar a la
universidad donde se destacd por su talento por la escritura y fotografia,
transforméndose en el mejor de su carrera. En la ultima década recorrié el mundo
fotografiando y ayudando en los diversos desastres naturales ;Cual de estos sucesos
tiene mas probabilidad de ser cierta?

a) Eduardo trabaja en un diario

b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de bomberos

¢) Ambos sucesos son igualmente de probables.
En la Figura 16 podemos observar que el 35,3% de los estudiantes ha seleccionado la
alternativa (a), el 23,8% considera correcta la alternativa (b) y el 39,8% cree correcta la
alternativa (c). Estos resultados discrepan de los obtenidos por Tversky y Kaneheman (1974)
encontrando que la mayoria de los encuestados escogen la alternativa (b) influencidndose por
la heuristica de la representatividad en este tipo de preguntas, dejando de lado las propiedades

de la probabilidad.
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Figura 16. Porcentaje de respuestas al item 6, n = 331

La Tabla 7 muestra que en este item hubo diferencias en las respuestas en lo que respecta al

nivel educativo de los estudiantes, siendo mayores con 8,9% los estudiantes de nivel 8°.
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Tabla 7. Resultados por nivel item 6.

Séptimo Octavo Total
a 13,2 22,1 35,3
b 9,7 14,2 23,9
c 24,2 15,7 39,9
Blanco 0,3 0,6 0,9
Total 100

item 7. Supon que estas en un concurso, y se te ofrece escoger entre tres puertas:
detras de una de ellas hay un auto, y detras de las otras cabras. Escoges una puerta,
digamos la n°1, y el presentador, que sabe lo que hay detras de las puertas, abre otra,
digamos la n°3, que contiene una cabra. Entonces te pregunta: ;No prefieres escoger
la n®2?

N

a) Es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la N°1 porque el presentador nos
quiere confundir

b) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la N°2 porque es la tinica que el presentador
no presta atencion

c¢) Es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la N°1 porque ahora tengo 1/2
de probabilidad de ganar el auto

d) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la N°2 porque ahora tengo 2/3 de
probabilidad de ganar el auto

e) Da lo mismo cambiar o no de puerta la probabilidad sigue siendo 1/3.

En la Figura 17 se puede apreciar que solamente 11,1% de los estudiantes seleccionaron la
alternativa correcta (d). Llama la atencion que hubo un 34,1% de los alumnos que indicaron
que “es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la N°1 porque ahora tengo 1/2 de
probabilidad de ganar el auto” (opcion c), seguido de 32,9% de los estudiantes que optaron
por la alternativa a) asociado a la percepcion que el presentador intenta confundir o distraer
al participante.

En cambio, 15,4% de los estudiantes considera que “da lo mismo cambiar o no de puerta la

probabilidad sigue siendo 1/3” (opcidn e).
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Figura 17. Porcentaje de respuestas al item 7, n = 331

La Tabla 8 no muestra diferencia de porcentajes de respuestas en la seleccion multiple, en el

caso de la respuesta correcta la diferencia es de 3,9% para los estudiantes de nivel 8°.

Tabla 8. Resultados por nivel item 7

Séptimo Octavo Total

a 17,2 15,7 32,9

b 2,7 2,7 5,4

c 14,6 19,7 34,3

d 3,6 7,5 11,1

e 8,1 7,3 15,4
Blanco 0,3 0,6 0,9
Total 100

Asi, las diferencias entre los dos niveles son minimas, siendo los items 2 y 6 las de mayores

diferencias con 8,1% y 8,9% respectivamente (ver Figura 18).
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4.3 RESULTADOS DE iTEMS CON ARGUMENTACION SOBRE PROBABILIDAD CLASICA

A continuacion, se presentan las respuestas a cuatro problemas realizados por 331 estudiantes de la

educacion basica.

tem 8. Argumenta. Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene
en su caja 30 bolas blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar. El ganador es el
niflo que saque primero una bola blanca. Si ambos sacan simultaneamente una bola
blanca o una bola negra, ninguno gana, devuelven las bolas a las cajas y la partida
continua. Eduardo afirma que el juego no es justo porque en la caja de Luis hay mas
bolas blancas que en la suya.

a) El juego es justo
b) Luis tiene mas ventaja
c¢) Eduardo tiene mas ventaja

El35,3% de los estudiantes responde correctamente que efectivamente el juego es justo entre
Luis y Eduardo (ver Figura 22). A pesar de que el espacio muestral de cada uno de ellos es
distinto en cantidad, pero no en proporcionalidad, por lo tanto, existe la misma probabilidad
de 1/3 en obtener una bola blanca (opcién a). Hubo respuestas que si bien aplicaron la
proporcionalidad no consideran el espacio muestral adecuado, es decir, en el caso de Luis
consideraron 10/20 y para Luis 30/60 (ver Figura 19). Cabe destacar, en este caso, avances
en la conexion de la aritmética con la probabilidad, es decir, los estudiantes estan
relacionando los conceptos matematicos de porcentaje, razon, proporcionalidad directa y

probabilidad.
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Figura 19. Argumento correcto del item 8.

Al comparar los resultados con la investigacion realizada por Vasquez (2017) fue mayor las
respuestas correctas con 60,2% por parte de los profesores de educacion bésica que ensefian
matematica. 42,2% de los estudiantes optaron porque Luis tiene mds ventaja, alternativa (b),
asumiendo que al existir un espacio muestral mas grande (90 bolas en total) es mas dificil

obtener la bola blanca, tal como lo argumenta un estudiante (ver Figura 20).
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Figura 20. Argumento incorrecto del item 8.

También, 19,3% de los estudiantes sefialan que Eduardo tiene més posibilidades de ganar,

siendo esta la alternativa (c), una respuesta es dada en la Figura 21.

Figura 21. Argumento incorrecto item 8
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Figura 22. Porcentaje de respuestas al item 8, n = 331

La Tabla 9 no muestra diferencias importantes segin nivel educativo de los estudiantes, tanto
para la respuesta correcta e incorrectas, solo hay 2,7% de diferencia entre los alumnos de

séptimo y octavo en su respuesta correcta.
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Tabla 9. Resultados del item 8 segun nivel educativo

Séptimo Octavo Total

a 16,3 19,0 35,3

b 21,5 20,8 423

c 7,9 11,5 19.4
Blanco 1,5 1,5 3,0
Total 100

ftem 9. Argumenta. Hemos lanzado un dado rojo y otro azul y sabemos que el
producto de los dos numeros obtenidos ha sido 12. La probabilidad de que alguno de
los dos numeros sea un 6 es de:

a) 4/36
b) 2/36
c) 4/12
d) 2/4

Este item corresponde a la aplicacion de la probabilidad condicional en juegos de dados, la
alternativa correcta es 2/4 que fue respondido por 14,5% de los estudiantes (opcion d, ver
Figura 27). Si bien, los estudiantes de los dos niveles no tienen el conocimiento de la
probabilidad condicional que segtn el curriculum de matematica corresponde al nivel de 3°
afio medio, pretendemos indagar en sus argumentos, por ejemplo, un estudiante indico la
opcion d) senalando que hay dos resultados que pueden quedar con el numero 6 (Figura 23),

que puede ser obtenida usando la Regla de Laplace o intuitiva.

N~ Spowsh s ,\. -o_. 9 =
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Figura 23. Argumento de respuesta correcta item 9

'Es considerable la cantidad de estudiantes que respondieron 4/12, alternativa (c), con un
32,2% a pesar que los alumnos no discriminaron la condicion del problema. Un error comun
se presenta en la Figura 24) al considerar todas las combinaciones que tienen de lanzamiento
que tienen un seis, omitiendo la condicion de que es un factor y que ademas debe tener como

producto 12.
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gur 4. Argumento erroneo item 9

Los alumnos que escogieron la alternativa (b) de respuesta 2/36 relacionando el espacio
muestral de las combinaciones que existen al lanzar dos dados (36 opciones distintas), a pesar
de que en el enunciado se les indica una condicion que ellos no consideran, por lo que se
enfocan en que haya un seis al momento de lanzar. Se puede apreciar en la Figura 25 la
argumentacion de casos favorables de ocurrencia de obtener una cara 6, pero se equivocan
en los casos posibles al momento de considerar el total de combinaciones en que el producto

sea 12 que son solo cuatro casos.

2 €510 05 dedo a gue ol Produds
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2 posimibdedes (6,2) (2, )

Figura 25. Argumento erroneo item 9

S0

Por ultimo, el 19,9% de los encuestados asume como respuesta correcta la alternativa (a) de
valor de probabilidad 4/36, por lo que su respuesta se refiere a que la probabilidad pedida la
estan aplicando con la regla de Laplace, mediante el calculo de sucesos en que el producto

es 12, en vez de plantear un problema de célculo de probabilidad bajo una condicién.
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Figura 26. Argumento erroneo item 9

La investigacion de Bastias (2017) con profesores de matematica de educacion media obtuvo
35,5% de respuestas correctas superando en 21% respecto de los estudiantes de 7° y 8° aio
de educacion basica. Por tanto, consideramos este problema dificil para estudiantes y
profesores, haciendo hincapié que los estudiantes no contemplan en el curriculo un estudio
de la probabilidad condicional en este nivel educativo. Cabe sefialar que en la investigacion
de Contreras (2011) en este item obtuvo 57,1% de respuestas correctas con futuros profesores
de matematica, y la investigacion de Diaz (2007) con estudiantes universitarios de psicologia

alcanzo tan solo 34,3% de respuestas correctas.

35 32,2
30 28,3
w 25
E 19,9
20
& 14,5
g 15
g 10
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. []
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Figura 27. Porcentaje de respuestas al item 9, n = 331

La Tabla 10 muestra baja diferencia de los estudiantes por nivel en las respuestas correctas,
tan s6lo 3% superaron los estudiantes de 7° nivel. Cabe sefialar que el distractor b) fue el de

mayor diferencia con 6,3% y 22,0% de los niveles 7° y 8° respectivamente.
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Tabla 10. Resultados del item 9 segtn nivel educativo

Séptimo Octavo Total

a 9,4 10,5 19,9

b 6,3 22,0 28,3

C 20,7 11,9 32,6

d 8,7 5,7 14,4
Blanco 1,8 3,0 4,8
Total 100

ftem 10. Argumenta. Se muestran los resultados de una encuesta realizada a 60
personas, sobre la preferencia de mermeladas, clasificadas en no dietética y dietética.

Mermelada
No dietética Dietética
Mujer 6 24
Hombre 18 12

Al seleccionar a uno de estos encuestados al azar, la probabilidad de que sea hombre
y prefiera mermelada no dietética es:

a) 18/24

b) 18/30

¢) 18/60

d) 30/60 x 24/60
e) 1/18

La Figura 28 presenta una solucion correcta de obtener una probabilidad 18/60 en seleccionar
una persona hombre y prefiera mermelada no dietética, utilizando un razonamiento mediante
la regla de Laplace. Del total de estudiantes hubo un 37,1% de respuestas correctas, opcion

¢ (ver Figura 33).
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Figura 28. Argumento correcto del item 10.
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En cambio, 24,4% de los estudiantes (Figura 32) asumen como correcta la alternativa (b)
18/30, considerando el espacio muestral de hombres (30) dejando de lado a la cantidad de
mujeres que indica el problema. Esta opcion fue la mas alta de error, y es interesante puesto
que estan dando una respuesta de probabilidad condicionada al reducir el espacio muestral,
error que ha sido sefialado por Contreras (2011) futuros profesores de matematica, al

confundir la probabilidad del producto y probabilidad condicional. Un estudiante sefial6 lo

siguiente (ver Figura 29):

Figura 29. Argumento incorrecto del item 10.

En tanto el 16,9% de los estudiantes (Figura 30) sefial6 la alternativa (a) de probabilidad
18/24 considerando el espacio muestral reducido de personas de preferencia mermelada no
dietética y de ellos calcularon la posibilidad de seleccionar a una persona hombre, pensada

como probabilidad condicionada. Ver ejemplo, en la siguiente Figura 30.

Figura 30. Argumento incorrecto del item 10.

La alternativa (d) de probabilidad 30/60%24/60 fue elegida por el 8,4% de los encuestados,

en donde los estudiantes han argumentado de la siguiente manera la eleccion de su respuesta.

Figura 31. Argumento incorrecto del item 10
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Por tltimo, hubo otro argumento que no esta en contexto matematico, pero si lo estd en los

temas que conciernen a las areas de la salud, por lo general, las personas que consumen

productos dietéticos son quienes sufren alguna enfermedad, como lo que se puede apreciar

en la siguiente Figura 32.
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Figura 32. Argumento incorrecto del item 10
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Figura 33. Porcentaje de respuestas al item 10, » =331

En la Tabla 11 se puede apreciar que existe una diferencia de un 3,3% en la alternativa

correcta de los estudiantes de séptimo y octavo afio de educacion basica. Ademads, no se

observan diferencias importantes en los porcentajes de los distractores de acuerdo al nivel

que se encuentra el estudiante.

Tabla 11. Resultados del item 10 segun nivel educativo

Séptimo Octavo Total
a 8,8 8,1 16,9
b 11,2 13,5 24,7
c 16,9 20,2 37,1
d 3,0 5,4 8,4
e 4,2 3.9 8,1
Blanco 3,0 1,8 4.8
Total 100
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tem 11. En una encuesta de opinién se consulta a tres alumnos del colegio si estan o
no de acuerdo con la portada de la pagina web del colegio.
(Qué tan probable es que uno de los tres alumnos esté de acuerdo?

Los resultados de este item son diversos y de gran dificultad pues ninguno de los estudiantes
logro llegar a la respuesta correcta. A continuacion, se presentan las respuestas incorrectas
sefialadas por los estudiantes.

La respuesta mas reiterativa de los estudiantes fue senalar que hay 1/3 de probabilidad de
encontrar un alumno que esté de acuerdo con el disefo de la pagina del colegio, siendo esta
la opcion del 31,7% de los estudiantes. Al parecer este argumento esta relacionado a la
probabilidad clésica o de Laplace del cociente de casos favorables sobre los casos posibles

del espacio muestral, ver Figura 34.

A —+alimno de auwigy ARGUMENTA
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Figura 34. Solucion incorrecta del item 11

La Figura 35 presenta una segunda respuesta incorrecta al item 6, contestada por el 9,6% de
los estudiantes, en que sefialan que hay 2/3 de probabilidad de encontrar a un estudiante que
no esté de acuerdo con el disefio de la pagina web del colegio, utilizando la probabilidad

del complemento del caso anterior.

€ probable que A/ % @ﬁeh
de acog)p

Figura 35. Solucion incorrecta del item 11

Un 13% de los estudiantes sefialaron como respuesta que existe un 50% probabilidad de
encontrar a alguien que esté de acuerdo con el disefo de la pagina del colegio, indicando

que solamente pueden entregar dos respuestas: si 0 no, siendo una la solucion (Figura 36).

ok Qo que WO Vo Shos RS as
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Figura 36. Solucion incorrecta del item 11
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La Tabla 12 deja de manifiesto que en este item hubo una gran diversidad de respuestas,
mostrando un gran nimero de errores en este item, siendo el mas frecuente el considerar
1/3 por el 32% de los estudiantes, seguido la respuesta erronea de %2. Un 16% de los
estudiantes indicaron valores de probabilidad de 10%, 20%, 25%, 30%, 40%, 70% y 100%

sin mayores argumentos.

Tabla 12. Respuestas al item 11 de estudiantes de primaria, n = 331

Solucién Frecuencia Porcentaje
3/8 0 0
1/3 105 32
1/2 43 13
2/3 32 10
Otros valores 54 16
Omitidas 97 29
Total 331 100
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

A continuacion, se presentan las conclusiones de este estudio que estan en directa
relacion con los objetivos de investigacion propuesto. Esta investigacion aporta, en una
primera instancia acerca de los conocimientos de probabilidad que poseen los estudiantes de
séptimo y octavo afio basico, indagando en las formas intuitivas y clasica, siendo un tema

poco estudiado en educacion estadistica.

5.1 CONCLUSIONES CON RELACION A LOS OBJETIVOS

O1. Diseniar un cuestionario de probabilidades dirigido a estudiantes de séptimo y octavo

ano de educacion basica considerando las investigaciones en el tema.

El primer objetivo consistid en la construccion de un cuestionario que midiera los
conocimientos de probabilidad de estudiantes de séptimo y octavo afio basico, con el fin de
poder cuantificar y analizar lo que han aprendido a lo largo de su vida escolar, siendo capaces
de poder desempefiarse en items con caracteristicas de juego y situaciones reales. Para ello
se analizdé una variedad de investigaciones alusivas al tema, ya que nuestros items se
aplicaron con la finalidad de poder comprobar la tendencia que los investigadores sefalan y
asi poder comparar los resultados de los estudios con los obtenidos de nuestra investigacion.
Los items contienen propuestas nuevas y otras han sido utilizadas de investigaciones de
Tversky y Kahneman (1974), Pollatsek, Well, Konold, Hardiman, y Conn (1987) Tversky y
Kahneman (1974, 1980).

Finalmente, se elabord un instrumento de 19 items estructurado en tres partes: items de
asignacion de probabilidades, items de seleccion multiple sobre intuiciones probabilisticas e

items con argumentacion sobre probabilidad clasica.
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02. Caracterizar las dificultades y errores de los estudiantes de séptimo y octavo ano de
educacion basica en probabilidades.

El segundo objetivo de la investigacion fue caracterizar las dificultades y errores que
tuvieron los estudiantes al momento de responder cada una de las preguntas, enfatizando en
aquellas que se requerian argumentos a la alternativa que seleccionaban, en donde quedo de
manifiesto que los errores que se han encontrado han sido por confusion de los conceptos,
aplicacion erronea de los conceptos de significados de la probabilidad, poca claridad al
momento de leer el item, aplicacion de la probabilidad no pertinente para descubrir los
valores. Los items de mayor dificultad fueron los items 8, 9, 10 y 11, ya que hay una amplia
gama de respuestas, que estan debidamente fundamentadas, pero es ahi donde se puede
verificar que su manera de pensar carece de las habilidades que el estado propone, y que por
los afios de formacion que han recibido en probabilidades, no deberian fallar o confundirse.
Esto queda clarificado en el item 11, ya que ninguno de los estudiantes fue capaz de encontrar
la respuesta correcta, sino que solamente apelaban a argumentar con elementos cotidianos;
con elementos que ellos creian factibles, o aplicando incorrectamente la probabilidad de
Laplace. También, la falta de argumentacion se debe a que los estudiantes no han visto
algunos contenidos de probabilidad como independencia, condicional y modelo binomial.
Lo anterior afecta de manera negativa a los estudiantes, ya que queda de manifiesto que no
tienen la experiencia de desarrollar estas habilidades matematicas o simplemente la ponen en
practica muy pocas veces. Sin embargo, hubo estudiantes que presentaron intuiciones

probabilisticas condicionadas, correctas e incorrectas (item 10).

03. Comparar los conocimientos de probabilidades de los estudiantes de séptimo y octavo
ano basico.

El tercer objetivo planteado fue comparar los resultados en cada uno de los items
propuestos en la encuesta segtn el nivel de cada uno de los estudiantes, con el fin de poder
verificar si los conocimientos que ellos poseen son similares o diversos. Al analizar cada una
de las respuestas que los estudiantes entregaron, se observo que las diferencias son minimas,
salvo el item 6 donde hubo variaciones de 8,9% y de 8,1% en el item 2 en las respuestas
correctas, también hubo diferencias en cada una de las alternativas de respuestas incorrectas

(ver Tabla 7).
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Asi la variabilidad de las respuestas no es alta, por lo que se puede decir que la diferencia de
conocimientos entre un nivel y otro no son considerables.

Las investigaciones sobre razonamiento probabilistico sefialan que ante preguntas de
respuesta simple se produce un sesgo predecible de nuestra mente, donde la persona contesta
obviando ciertos datos estadisticos. En nuestro estudio esta situacion fue reflejada en los
cinco items 1.1, item 1.3, item 1.5, item 1.6, item 1.9. Respecto al item 1.3 que un joven sea
ingeniero si su padre es ingeniero (razonamiento causal) no encontramos coincidencias con
las investigaciones de Pollatsek et al. (1987). Los resultados anteriores pueden ser tenido en
cuenta en el primer ciclo escolar a la hora de ensefiar las intuiciones sobre el azar y la
probabilidad. Si bien, los estudiantes no tienen un pensamiento formal sobre el azar pueden
desarrollar intuiciones relacionadas al azar, lo que favoreceria la comprension de los

conceptos probabilisticos (Fischbein, 1975).

5.2 LIMITACIONES E IMPLICACIONES FUTURAS

En el curriculo de matematica de educacion basica, a nivel internacional en el eje de
Probabilidad y Estadistica es un tdpico que presenta dificultades de aprendizaje para los
alumnos, evidenciada en investigaciones sobre razonamiento probabilistico y los distintos
significados que se atribuyen a la probabilidad. Entre las actitudes pretendidas se contempla
demostrar curiosidad por resolver desafios matematicos, con confianza en las propias
capacidades, y demostrar interés y rigor en la resolucion de problemas y la busqueda de nuevas
soluciones para problemas reales. La investigacion analiza a 331 estudiantes de séptimo y
octavo afio de educacion basica, especificamente de la region de la Araucania, sobre el nivel
de conocimientos que tienen sobre probabilidades, en donde se detectan las dificultades de
comprension de conceptos, la dificultad que presentan al resolver problemas basadas en
situaciones reales, de juego o simplemente de contingencia nacional.

Con los resultados obtenidos en el cuestionario construido y aplicado, puede ser util
para orientaciones a los formadores de los estudiantes sobre el conocimiento que necesitan
para ensefiar probabilidades en los cursos terminales de la educacion basica. Una reflexion
producto de los resultados de esta investigacion, nos lleva a pensar que los profesores de
educacion bésica no estan preparados para la ensefianza de conceptos de probabilidad en los

niveles 7° y 8° afio basico. Las clases de probabilidades deberian ser apoyadas por profesores
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de matematica de educacion media, como se estd implementando, por ejemplo, en
establecimientos particulares.

El Ministerio de educacién sefiala que los estudiantes deben ser capaces de
desenvolverse en situaciones de incertidumbre, con la entrega de herramientas y
conocimientos de probabilidad desde los primeros afios de escolaridad, con aumento
progresivo a medida que avanzan en sus niveles educativos. El curriculo de Matematica de
7° basico (MINEDUC, 2015) declara en el eje de Probabilidad y Estadistica lo siguiente: “En
el area de la Probabilidad, se pretende que estimen de manera intuitiva y que calculen de
manera precisa la probabilidad de ocurrencia de eventos”. Las actividades presentadas en el
Programa de Estudio de Matematica abordan el uso de material concreto con dados, monedas,
chinche, fichas y ruletas, determinando la frecuencia absoluta y avanzando a la construccion
de la distribucion de frecuencia relativa. Las investigaciones en educacion probabilistica
consideran que la probabilidad informal estd firmemente establecida en la cultura comtn y
que obstaculiza el aprendizaje de la probabilidad formal. Ademas, enfatizan que las creencias
intuitivas sobre "artefactos aleatorios" pueden influir ain més en las respuestas de los
alumnos. Todas estas creencias pueden incidir en la comprension de los estudiantes acerca
de la probabilidad formal.

Consideramos pertinente elaborar disefios de ensefianza de la probabilidad para
estudiantes de educacion bésica que tengan presente no solo el trabajo con material concreto
de azar, sino también ampliar con actividades de estimacion de intuiciones probabilisticas de
contingencia e interés de los estudiantes seglin el nivel que estan desarrollando, y actividades
de construccién de modelos probabilisticos basados en situaciones aleatorias reales.

En este trabajo destacamos la importancia de atender a la intuicién probabilistica a
temprana edad por su alcance en la construccion de los significados de la probabilidad en los
niveles superiores. En particular, hemos ampliado el campo de aplicacion de las intuiciones
y heuristicas sobre la probabilidad en este nivel educativo, limitado principalmente a los
sorteos y juegos de azar presentes en la probabilidad informal. Esta experiencia, de iniciacion
intuitiva al célculo de probabilidades con asignacion cualitativa, podria permitir al profesor
de educacion basica medir en una propuesta de ensefianza del tema la correspondencia de
este significado personal de las intuiciones probabilisticas con el significado institucional

pretendido. Es deseable continuar con el estudio considerando una muestra de estudiantes
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distintos establecimientos educacionales (Municipal, Particular Subvencionado y Particular
Pagado).

Debido a la débil preparacion sobre pensamiento probabilistico que tienen los
profesores de educacion basica, no estan preparados para realizar clases de probabilidades a
los niveles de 7° y 8° basico (12 y 13 afios). Consideramos necesario investigar y proponer
alternativas de apropiacion gradual de los distintos significados de probabilidad presente en
el curriculo de este nivel educativo. Cominmente, los estudiantes de primaria no han sido
confrontados a una ensefianza de la probabilidad que evalie y realce las intuiciones
probabilisticas. Como lo sefalan Batanero, Gémez, Contreras y Diaz (2015) los profesores
necesitan apoyo y formacion adecuada para tener éxito en el logro de un equilibrio adecuado

de la intuicion y el rigor en la ensefianza de la probabilidad.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO DE PROBABILIDAD
CUESTIONARIO SOBRE PROBABILIDADES EN JUEGOS Y SITUACIONES REALES

Estudiante: 7mo afio 8vo afno.
Promedio en matematica ano 2017:

Género: Masculino Femenino

tem 1. Asigna un valor de posibilidad de ocurrencia del 0% a 100% en los eventos:

0[10[20)30]40]50|60]70]80]90]100

1. Visitar un hospital seleccionar un bebe y
que sea de sexo masculino

2. Llegar a los 80 afios de edad en Chile

3. Que un joven sea ingeniero si su padre es
ingeniero

4. En un grupo de 23 personas, ;qué tan
probable es que hallan dos personas que
cumplan afios el mismo dia y mes?

5. Una familia se proyecta tener tres hijos,
(qué tan probable es que los dos primeros
sean hombres y el tercero sea mujer?

6. Un profesor con 10 estudiantes dice que
obtendria mas grupos distintos formado de
2 estudiantes en vez de 8 estudiantes

7. Si se lanza una moneda tres veces, ;/qué
tan probable es obtener sello en el tercer
lanzamiento si se sabe que los dos primeros
lanzamientos fueron caras?

8. En una encuesta de opinién el 25% esté
de acuerdo en enviar tareas escolares para
la casa. Si eliges al azar a cuatro estudiantes
de tu colegio, ;qué tan probable es que uno
de ellos esté a favor del envio de tareas?

9. Enun gimnasio hay 1000 personas y cada
una de ellas lanza 3 monedas.
Aproximadamente, ;qué porcentaje de las
personas obtendrian tres caras?
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tem 2. Si de una tombola con pelotas enumeradas del 1 al 5, se sacan cinco pelotas con
reposicion ;Qué es mas probable que ocurra?

a) Que salga el numero 22222

b) Que salga el numero 12345

¢) Que salga el numero 25314

d) Todas son igualmente probables

Item 3. Se lanza una moneda 8 veces, obteniendo en orden los siguientes resultados: cara,
sello, cara, sello, sello, sello, sello, sello. Si se lanza la moneda por novena vez, ;qué es mas
probable que pase?

a) Es méas probable que salga cara, puesto que han salido demasiados sellos y ya es hora de
que salga cara.

b) Es mas probable que salga sello, puesto que ha salido sello en cinco lanzamientos
sucesivos.

c¢) Es igual de probable que salga cara o sello

item 4. Cindy y Trudy juegan tirando un dado normal. Si sale un 5 gana Cindy vy si sale
menos de 3 gana Trudy. ;Cuantas veces habra ganado cada uno, aproximadamente, después
de tirar el dado 60 veces?

a) Trudy y Cindy ganan el mismo numero de veces

b) Cindy gana el doble de veces que Trudy

¢) Trudy gana el doble de veces que Cindy

d) Cindy gana 17 veces mas que Trudy

e) Trudy gana 17 veces mas que Cindy

tem 5. En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan. Se
sacan tres bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacién, sacamos otra bola sin
echar las anteriores. ;De qué color es mas probable que sea?

a) El rojo tiene mayor probabilidad

b) El azul tiene mayor probabilidad

¢) El verde tiene mayor probabilidad

d) Todos los colores tienen la misma probabilidad

ftem 6. Eduardo desde pequefio mostrd gran aficiéon por el arte. Entro a estudiar a la
universidad donde se destacé por su talento por la escritura y fotografia, transformandose en
el mejor de su carrera. En la ultima década recorri6 el mundo fotografiando y ayudando en
los diversos desastres naturales ;Cudl de estos sucesos tiene mas probabilidad de ser cierta?

a) Eduardo trabaja en un diario

b) Eduardo trabaja en un diario y es voluntario de bomberos

¢) Ambos sucesos son igualmente de probables.
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tem 7. Supén que estds en un concurso, y se te ofrece escoger entre tres puertas: detras de
una de ellas hay un auto, y detras de las otras cabras. Escoges una puerta, digamos la n°1, y
el presentador, que sabe lo que hay detras de las puertas, abre otra, digamos la n°3, que
contiene una cabra. Entonces te pregunta: ;No prefieres escoger la n°2?

1 2

21

a) Es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la n°1 porque el presentador nos quiere
confundir

b) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la n°2 porque es la tnica que el presentador no
presta atencion

¢) Es mejor no cambiar mi eleccion y quedarnos con la n°l porque ahora tengo 1/2 de
probabilidad de ganar el auto

d) Es mejor cambiar mi eleccion y elegir la n°2 porque ahora tengo 2/3 de probabilidad de
ganar el auto

e) Da lo mismo cambiar o no de puerta la probabilidad sigue siendo 1/3

item 8. Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en su caja 30 bolas
blancas y 60 negras. Juegan una partida de azar. El ganador es el nifio que saque primero una
bola blanca. Si ambos sacan simultaneamente una bola blanca o una bola negra, ninguno
gana, devuelven las bolas a las cajas y la partida contintia. Eduardo afirma que el juego no es
justo porque en la caja de Luis hay mas bolas blancas que en la suya.

ARGUMENTA
a) El juego es justo
b) Luis tiene mas ventaja
¢) Eduardo tiene mas ventaja

ftem 9. Hemos lanzado un dado rojo y otro azul y sabemos que el producto de los dos
nimeros obtenidos ha sido 12. La probabilidad de que alguno de los dos nimeros sea un 6
es de: ARGUMENTA
N° dado Rojo
1 2 3 4 5 6

N° dado 1 (L) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,6

Azul 2 @2 22 23) 24 (2.5 (2.6)
3 3,) (32 (33 (G4 (35 3,
4 @41 (42) 43) (44 45 (4.6)
5 G, (52 (53) (54) (55 (5,6)
6  (61) (62) (63) (64) (65) (6,6)

a) 4/36

b) 2/36

c) 4/12

d) 2/4
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ftem 10. Se muestran los resultados de una encuesta realizada a 60 personas, sobre la
preferencia de mermeladas, clasificadas en no dietética y dietética.

Mermelada
No dietética | Dietética
Mujer 6 24
Hombre 18 12

Al seleccionar a uno de estos encuestados al azar, la probabilidad de que sea hombre y
prefiera mermelada no dietética es:
ARGUMENTA
a) 18/24
b) 18/30
c) 18/60
d) 30/60 x 24/60
e) 1/18

ftem 11. En una encuesta de opinion se consulta a tres alumnos del colegio si estan o no de
acuerdo con la portada de la pagina web del colegio.
(Qué tan probable es que uno de los tres alumnos esté de acuerdo?

ARGUMENTA
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Observaciones y/o Comentarios:

En esta investigacion es muy importante enfatizar el conocimiento profesional del Profesor de
Educacion Basica mediante el desarrollo de las intuiciones para la ensefianza de la Probabilidad.
Esto evidencia que se debe tener més estudios y conocimientos de la Probabilidad basica para la
formacion del profesor de Matematica, quienes deben estar preparados para ensefiar este topico y
aprendizaje del razonamiento probabilistico desde temprana edad.

El estudio me parece novedoso y poco estudiado en Chile.

Una reflexion producto de los resultados de esta investigacion, me lleva a pensar que los profesores
de Educacion Basica no estan preparados para la ensefianza de conceptos de probabilidades a los
cursos de 7°y 8° basico. Las clases de matematicas deberian ser apoyadas por profesores de
matematica de educacion media, como se esta implementando por ejemplo en establecimientos
particulares.

Las sugerencias menores se mejoras del trabajo en aspectos de redaccion, citas y bibliografia la
haré llegar en el documento escrito al Sr. Sergio Tapia.
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